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Test 3 de Statistique 2

Soit (€, )nen une suite de v.a.ii.d. gaussiennes centrées et de variance o2. Pour n € N*, on définit

1
X, = nt +e,+2e,1.
n
1. Déterminer E[X,,] et var(X,).
2. Déterminer la loi du vecteur (Xy,...,X,).

3. Démontrer que (X,,) converge en loi vers une loi que l'on précisera.

4. Démontrer que X,, converge en probabilité et préciser sa limite.

Proof. 1. Ona E[X,] = 2 + Efe,] + 2E[g, 1] = 2L

n
Comme les €, sont indépendantes, var(X,,) = var(e, + 2&,,_1) = var(e,) + 4var(e,_1) = 02 + 402 = 502.
2. Le vecteur (X1,...,X,) est une transformation affine d?un vecteur gaussien X = Ae + m avec A matrice de
réels et ot € = (g, ...,&n)" est gaussien. Donc (Xi,...,X,) est un vecteur gaussien. De plus, var(X;) = 50>
et cov(X;, X;) = 0 sili —j| > 1, puisqu’il n’y a pas de €, en commun. Enfin, cov(X;, X;_1) = cov(e; +
2e;_1,6i-1+2ei_9) = 20?. Donc la matrice de covariance est tridiagonale :

502 202 0 -+ 0
202 502 202 .- 0
s | 0 22 562 -~ 0
0 0 0 -+ 502
Ainsi (Xy,...,X,) & N((HL),_._ | %).
3. On a ”T“ — 1. De plus, pour tout n € N, &,, + 2&,,_1 suit la loi normale N'(0,5¢2). Donc, en utilisant le

n— oo

Lemme de Sltusky on en déduit que X, N N(1, 502).
n— oo

b'd 1\ bd 15"kl 1Nn 2 N\
4. Comme X, = =30 Xp,ona X, =30 (B 4+ L5 o+ 250 L ep.
) 1N k4l 157 1 157 1 1y k1
On ad’abord -3, %= =143, . Comme = > ' | + e 0,alors -~ >, 5= — 1.

n—oo
De plus, on peut appliquer la loi faible des grands nombres (les (g;) sont i.i.d. et IE[leg] < oo0) et donc

% ZZ:1 £k HL 0et % Zzzl k1 %) 0. En utilisant le résultat sur la somme des limites en probabilités,

—+o00 n——+oo
P — P
on en déduit que X,, — 1.
n—-+oo

O



