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Test 3 de Statistique 2

On considère (Xk)k∈N une suite de v.a.i.i.d. de loi de Bernoulli de paramètre p, avec 0 < p < 1.
Pour k ≥ 1, on définit Yk =

∏k
i=1Xi.

1. Déterminer la loi de Yk.

2. Déterminer IP(Yi < Yj) pour 1 ≤ i < j. Les (Yk) forment-elles une famille de v.a. indépendantes?

3. Déterminer la limite de (Yn) quand n → ∞ en probabilité et dans ILq avec q ≥ 1.

4. On suppose que p est inconnu et l’on veut estimer p à partir de l’observation de (Y1, Y2).
Montrer que la vraisemblance du modèle s’écrit Lp(Y1, Y2) = pY1+Y1Y2(1− p)1−Y1Y2 . En déduire

que l’estimateur par maximum de vraisemblance de p vaut: p̂ =
1 + Y2

1 + Y1

Y1.

Proof. 1. Yk a pour valeur 0 ou 1, donc Yk suit une loi de Bernoulli. Son paramètre est son espérance qui vaut
IE[X1] IE[X2]× · · · × IE[Xk] = pk par indépendance.

2. Si Yi < Yj alors Yi = 0 et Yj = 1. Mais comme i < j c’est impossible car Yj = 0 si Yi = 0. donc IP(Yi < Yj) = 0.
IP(Yi = 0 ∩ Yj = 1) = 0 ̸= IP(Yi = 0) IP(Yj = 1) = (1− pi)pj : les variables ne sont pas indépendantes.

3. Pour ε > 0, IP(Yn ≥ ε) = IP(Yn = 1) = pn −→
n→∞

0: on a donc Yn
P−→

n→+∞
0.

De même, IE[|Yn|q] = IE[Yn] = pn −→
n→∞

0: on a Yn
ILq

−→
n→+∞

0.

4. Pour (y1, y2) ∈ {0, 1}2 avec y2 ≤ y1, on a:

Lp(y1, y2) = IP(Y1 = y1 ∩ Y2 = y2) = IP(Y2 = y2 | Y1 = y1) IP(Y1 = y1) = (py2(1− p)1−y2)y1 p
y1(1− p)1−y1

= py1+y1y2(1− p)1−y1y2 ,

d’où le résultat.
Il suffit alors de passer à la log-vraisemblance et de maximiser. Soit:

ℓ(p) = (Y1 + Y1Y2) log(p) + (1− Y1Y2) log(1− p) =⇒ ℓ′(p) = 0 ⇐⇒ (Y1 + Y1Y2)(1− p) = (1− Y1Y2) p,

d’où p = 1+Y2

1+Y1
Y1. Par ailleurs, ℓ

′′(p) = −(Y1 + Y1Y2)
1
p2 − (1− Y1Y2)

1
(1−p)2 < 0, donc fonction concave et on a

bien un maximum absolu.



2
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Test 3 de Statistique 2

On considère (Yk)k∈N une suite de v.a.i.i.d. de loi de Bernoulli de paramètre θ, avec 0 < θ < 1.
Pour k ≥ 1, on définit Xk =

∏k
i=1 Yi.

1. Déterminer la loi de Xn pour n ≥ 1.

2. Déterminer IP(Xj = 1 | Xi = 0) pour 1 ≤ i < j. Les (Xk) forment-elles une famille de v.a.
indépendantes?

3. Déterminer la limite de (Xn) quand n → ∞ en probabilité et dans ILq avec q ≥ 1.

4. On suppose que θ est inconnu et l’on veut estimer θ à partir de l’observation de (X1, X2).
Montrer que la vraisemblance du modèle s’écrit Lθ(X1, X2) = (1 − θ)1−X1X2 × θX1+X1X2 . En

déduire que l’estimateur par maximum de vraisemblance de θ vaut: θ̂ = X1
1 +X2

1 +X1

.


