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Test 2 de Statistique 2

Avec ¢ € R, on considere le couple (X,Y) de variables aléatoires de loi absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R? avec pour densité:

f(x,y) =ce " Toeyen pour tout (z,y) € R
1. Démontrer que ¢ = 62.
2. Déterminer les lois marginales de X et de Y. Sont-elles des variables indépendantes?
3. Déterminer cov(X,Y).

4. Soit Z = Y/X. Démontrer que le couple (Z, X) a pour densité f(z,z) = 2xze "My, <1 0<s-
Déterminer la loi de Z et montrer que Z et X sont indépendantes.

Proof. 1. On calcule avec une IPP:

/sz(x,y)dasdy:c/o i%fe_e‘”dydx:/o xe‘exdx:c([—gxe_“]o +§/0 e‘“dm) =5

2. X et Y sont des v.a. continues puisque (X,Y’) est un vecteur aléatoire absolument continu. Si fx et fy sont
les densités de X et Y, celles-ci sont nulles sur | — 0o, 0] et pour z > 0 et y > 0:

fx(x)==/;f(w40dy==jﬁxege‘emdy==92we‘aw

et fy(y):/f(x,y)d:c:/ 0267933(11':32[—96799:]002967993.
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On remarque que X est une v.a. de loi Gamma de parametre (2,60) et Y est une v.a. de loi exponentielle de
parametre 6.
On voit bien que fx(z)fy(y) # f(z,y): les variables ne sont pas indépendantes.

3. On a:
cov(X,Y) = /R2 xy f(x,y)dedy — IE[E(0)] IE[T(2,0))
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4. On cherche a déterminer la densité du couple (Z, X) & partir de la fonction de répartition conjointe. Il est clair
que Z :  —]0,1[. Donc pour (z,z) €]0,1[x]0, col:

Y
Fizx)(z,2)=P(Z<2,X<2)=1P <X <z X §x> =PY <zX, X <1x)



Ainsi, on obtient:

F(Z,X)(z,x):/ / Gze_eudvdu:/ 922ue_9“du:92z/ e " du.
o Jo 0 0
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Pour obtenir la densité marginale de Z, on integre cette densité par rapport a x :

f(Z,X)(va) = (z,2) = 9> ze " Mo<z<1, >0

+oo “+o0
fz(z):/ fzyx(z,x)dx:/ ?zze % dr =Npeoe1 = Z £ U(o, 1[).
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Il est clair que X et Z sont indépendantes car fz x)(z,2) = fz(2) fx(z).
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Test 2 de Statistique 2

Avec ¢ € R, on considere le couple (X,Y) de variables aléatoires de loi absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R? avec pour densité:

f(,y) = ce Mocpey pour tout (z,y) € R
1. Démontrer que ¢ = \2.
2. Déterminer les lois marginales de X et de Y. Sont-elles des variables indépendantes?
3. Déterminer cov(X,Y).

4. Soit Z = X/Y. Démontrer que le couple (Z,Y) a pour densité f(z,y) = Nyze Mjc.<10<y-
Déterminer la loi de Z et montrer que Z et Y sont indépendantes.



