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Test 1 de Statistique 2

Soit a < 1 et soit X la variable aléatoire absolument continue de densité fX(x) = c (1 − x)II[a,1](x)
pour x ∈ R, avec c ∈ R. On considère également la variable Y telle que Y = max(0 , X).

1. Démontrer que c = 2 (1− a)−2. En déduire IE[X].

2. Si a ≥ 0, démontrer que Y est une variable absolument continue dont on précisera la loi.

3. Si a < 0, tracer la fonction de répartition de Y . En déduire, suivant a, IE[Y ] et la médiane
théorique de Y .

Proof. 1. On doit vérifier
∫
R fX(x) dx = 1, D’où c

∫ 1
a (1− x) dx = c

∫ 1−a
0 y dy = c (1− a)2/2 = 1, d’où c = 2 (1− a)−2.

On a IE[X] = 2 (1− a)−2
∫ 1
a x(1− x) dx = 2 (1− a)−2
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)
. Après simplification, on obtient

IE[X] = 1+2a
3

.

2. Si a ≥ 0, alors X ≥ 0 presque sûrement, donc Y = max(0, X) = X. Ainsi Y est absolument continue et possède la même densité
que X.

3. On a

Y =

{
0 si X ≤ 0,

X si X > 0.

La variable Y admet donc une masse en 0 et une partie absolument continue sur (0, 1].

On a donc FY (y) = 0 pour y < 0 et FY (0) = IP(Y = 0) = IP(X ≤ 0) = 2
(1−a)2

∫ 0
a (1− x) dx = a2−2a

(1−a)2
= 1− (1− a)−2.

Pour y > 0, alors FY (y) = FY (0) + 2
(1−a)2

∫ y
0 (1− x) dx = 1− (1− a)−2 + 2

(1−a)2

(
y − y2

2

)
.

Enfin, pour y ≥ 1, FY (y) = 1.

On a IE[Y ] = 0× IP(Y = 0) + 2
(1−a)2

∫ 1
0 y(1− y) dy = 1

3(1−a)2
.

Pour la médiane m, si P (Y = 0) ≥ 1
2
alors m = 0. Ceci a lieu si a < 0 et si (1− a)2 ≥ 2, donc si a ≤ 1−

√
2.

Sinon la médiane m > 0 vérifie FY (m) = 1
2
, ce qui donne m2 − 2m +

(1−a)2

2
= 0, et en retenant la solution dans (0, 1], on a

m = 1− 1−a√
2
.


