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Exercices supplémentaires TD5 Statistique 2

Exercice 1:

Soit X1, ..., X, un échantillon de v.a.i.i.d. de loi absolument continue de densité:

2(1—x) .

) Sl 9 < X < 1’ N N .

folz) = { (1=gy> =7 =" = ou 6 € [0, 1] est un parametre inconnu.
0, sinon,

1. Vérifier que fy est une densité
2. Déterminer le modele statistique et la fonction de vraisemblance.
3. Démontrer que ce modele admet un unique estimateur du maximum de vraisemblance 0 de 0.

4. Démontrer que n (é\— 0) tend en loi vers une distribution a préciser. En déduire un intervalle
de confiance asymptotique de niveau 95% sur 6.

5. Déterminer I'espérance de X;. En déduire un autre estimateur possible pour 6.

Proof. 1. On a fy qui est une fonction mesurable (car continue) et positive. De plus, on vérifie que :

21 —ux) 2 ! 2 (1-0)?
I = AL et

Donc, fy est bien une densité de probabilité.

Xn
2. Le modele statistique est ([0, 1™, B([0, 1]™), (ffgd)\[oyl]) 0 €0, 1[)

Pour (z1,...,z,) € [0,1]", du fait de I'indépendance et de I'i.d., on a pour vraisemblance:

Lofar.....w) =[] 2((11_;;) Toco, =2 (1= 0) 2" (T](1 = 2)) To<minger-

i=1

3. On voit que Lg(Xy,...,X,) = 0si 6 > min;(X;). On considérera donc des valeurs de 6 dans [0, min;(X;)] et
on veut maximiser la fonction 6 € [0, min;(X;)] — Lo(X1,...,X,). La log-vraisemblance ¢(0) sur [0, min,(X;)]
est définie par:

0(0) =log (Lg(X1,..., X)) =nlog(2) — 2n log(1 — 0) + Zlog(l —x;).
i=1

On a ¢'(f) = % : fonction strictement croissante qui atteint son maximum en min;(X;). D’olt

0 = min(X1,...,X5).

4. Soit Fy la fonction de répartition de X. Pour x €] — 00, 6|, Fy(x) = 0. Pour z € [0, 1],

Fg(m):/: 20—, (1=0-(1-2) (z-6)@2—6-u)

(1-0)? (1-0)? - (1-0)?




Alors ]P’(é\> t)=(1- Fg(t))n. Donc P(§§ t)=1—(1- Fg(t))n et ainsi pour z > 0:

R " 2(2—=20—z/n)\n
P(n(0—0) <z)=1—(1—Fy(0+z/n)) :1_(1_ a (19)2/ )>

Pour trouver la limite quand n — oo, on passe a l’exponentielle et donc:

P(n(a_‘g)ﬁz)=1—exp(nlog(1—2(2(_12_00;22/@)) n:Zol_eXp(_Qﬁ)a

en utilisant le DL de log(1 — u) en 0. On reconnait ici la fonction de répartition d’une loi exponentielle de
parametre 2/(1 — 0).

5. On peut calculer 'espérance de X; :

! 2 ' 2 1 1 ! 1
E[Xl]:/e zfg(z)dx:m/e x(lfx)da::m[ixzfgxd}ezm(lfi’»@erQGS)
:m:;(uze).

On en déduit que 6 = 1 (3IE[X;] — 1). Donc comme X, est un estimateur convergent de IE[X;], on en déduit
que 0, = % (3X,, —1) est un autre estimateur convergent de 6 (mais qui converge & vitesse /7 et non a vitesse

n comme 6,,, qui est donc bien plus intéressant).
O

Exercice 2:

On considere (X7, ..., Xs,) un vecteur gaussien centré tel que IE[X;X;] = 0 si i # j, [E[X?] = 02 si
1<i<n, E[X?=ac?sin+1<i<2n,avec 0? >0 et a > 0 deux parametres a estimer.

1. (Xy,...,Xo,) est-elle une famille de v.a.i.i.d.?
2. Déterminer le modele statistique et préciser la vraisemblance du vecteur 6 = (02, «).

3. Montrer que I'estimateur du maximum de vraisemblance 0 de 0 est unique et s’écrit

é\_ (82 a)_ (l Xn:X2 iin-l—lXIg)
- ) - k> n .
no Zk:1 XI%

4. Démontrer que 0 2 0.
n—-+o0o

5. Démontrer un TLC pour # iin X 2 et en déduire en justifiant un TLC pour @. Donner

un intervalle de confiance asymptotique de niveau 95% pour a.

6. Déterminer 'information de Fisher du modele. L’estimateur 0 est-il efficace?

Proof. 1. Bien que les variables soient indépendantes et gaussiennes centrées, leurs variances different selon que
i < noui > n. Elles ne sont donc pas identiquement distribuées.

2. Le modele statistique est: (R*", B(R?"),N(0,0%)®" @ N(0,a0?)®", § = (0?,0) € R} x RY).
Pour (x1,...,%2,) € R?", du fait de I'indépendance on peut écrire que la densité jointe du vecteur est:

J

n 1 x2 2n 1 xQ
Lo(z1,...,22,) = | | ——=exp (—l> : ————exp | — .
( ) Zl;[l V2ro? 20 j=1;[+1 V2rao? 2a0?

Ce qui se simplifie par:

n 2n

111 1 , 1 ,
Loy, o wan) = 2m) (o2)n an/? exp(—ﬁ (ZI’ +E Z x1>)

i=1 i=n-+1




3. La log-vraisemblance en (X1, ..., Xs,) est donc:
n I 1 &
— 2 2 2
£(0) = —n log(2m0*) — 3 log(a) — 552 ;:1 T~ 53 j:§n+1 3.

On maximise § — £(6) en dérivant partiellement:

00(6)
9oz 2422 2a042x

j=n+1
oL(0 n
a0 ﬁ Z 7.
1oJe" 2a 2a20?
j=n+1
. N )2 . (6) _ : 0 — (52 2.
En résolvant le systeme d’équations 0 -~ 0, on obtient § = (64, &):
n 2n 2
52 _ lzxz s D jmni1 %
- ] - n .
n i=1 ’ Zi:l x’LQ
- . . 9%4(0) ~ .
On vérifie que la matrice hessienne 502 en 6 = 0 est négative:
n 1 n 2n
2
— - — .Z‘ x
oy [ Mo EEA s Y g )
— =1 j=n+1 j= n-&2-1
062 n 1 "
2
2a2 e Z 7} 22 aBo? Z Zj
j=n+1 j=n+1
—~ n n
.. 0%(0) =1 9452 . . . o , . .
D’ou 202 = % %o qui est clairement une matrice négative. C’est donc bien un maxi-
“5a A

mum local, qui est aussi un maximum global.

4. Par la loi faible des grands nombres appliquée aux (X?) qui sont des v.a.i.i.d. d’espérance finie, on a:

P 1 P
72 X} — E[X}] =07, - Y X7 — ad’.
n—-+4oo n n—-+oo
=1 Jj=n-+1
Donc :
2
~ P ~ Z 1 P ao
2 5 6% a= 1J7"+2 — =a.
n—-+4oo = Zi:l Xl n—+oo O

5. Les variables (X )n+1< ; sont des v.a.i.i.d., d’espérance a o2 et de variance finie 2 a? o*. Donc on peut appliquer
le TLC et on obtlent

2n
\/ﬁ(% 3 X?—ao2) £ N(0,20%0Y) = \F( Z X2 - a) £ N(0,20%). (1)
j=n+1 j=n+1

Mais par le TLC, on a également:
o2 c 5
\/ﬁ(a—z—a) — N(0,207%). (2)
g n—roo

Des TLC (1) et (2), et du fait que les deux sommes sont indépendantes (donc la variance limite est la somme
des 2 variances limites), on obtient finalement:

2n ~

~9 2
2 g _ 1 2 g £ 2
Vi Z Xp—a)=valaZs-a) =vi(rm X Xi-aZz) 23 N (0407,
j=n+ Jj=n-+1
Comme &2 %) o2, en multipliant le TLC précédent par 02/52, et en utilisant le Lemme de Slutsky, on
n——+0o0o
obtient:

~

o2 1 n o =R r

n—o0o
j=n+1



Pour obtenir un intervalle de confiance & 95% sur «, on réécrit le TLC précédent et on obtient:
\/ﬁ(ﬂfl) £ N(0,1).
2« 2/ n—oo
On obtient ainsi avec le quantile go.975 ~ 1.96 & 97.5% d’une loi A(0,1) que

a 1 1 ~ 1 ~
IP<—QO.975 < \/ﬁ(% - 5) < (10.975) =095 = P((m) a<a< (W) a) ~ 0.95.
v v

. On calcule 'information de Fisher grace au calcul de la matrice Hessienne précédente et en prenant —IE de
cette matrice:

n 2n
z- iz O L S noo n
6 £ aJG 202 g4 J 4

) o 200 02
_ Jj=n+1 Jj=n+1 _
I1(0) = -E o = . .
2
x — E = — —
2042 ot Z 202  ad0? J 20002 2a2
j=n+1 j=n+1

Le modele est régulier donc 'estimateur de maximum de vraisemblance est asymptotiquement efficace.



