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Feuille no 1:

Variables aléatoires

1. (*) Soit l’espace de probabilité (Ω,A, IP) où Ω = [0, 1], A la tribu borélienne sur Ω et IP la probabilité
uniforme sur [0, 1].

(a) On pose X la variable aléatoire telle que X(ω) = 1 − ω pour tout ω ∈ Ω. Déterminer la loi de
probabilité de X, son espérance et sa variance.

(b) Répondre aux mêmes questions pour Y (ω) = − ln(ω).

(c) On pose Z(ω) = ω pour ω ∈ [0.5, 1] et Z(ω) = 0 pour ω ∈ [0, 0.5[. Déterminer la fonction de
répartition de Z, son espérance et sa variance.

Proof. (a) La variable X est à valeurs dans [0, 1] car 1−ω ∈ [0, 1] pour tout ω ∈ [0, 1]. Donc pour x ≤ 0, FX(x) = 0 et
pour x ≥, FX(x) = 1. Pour x ∈ [0, 1], on a {X ≤ x} = {ω ∈ [0, 1], 1−ω ≤ x} = {ω ∈ [0, 1], 1−x ≤ ω} = [1−x, 1].
Or IP([1 − x, 1]) = x car IP mesure la longueur de l’intervalle, d’où FX(x) = x. La loi de X est donc celle d’une
variable uniforme sur [0, 1], d’où IE[X] = 1/2 et var(X) = 1/12.

(b) La variable Y est à valeurs dans [0,+∞[ car ln(ω) ≤ 0 pour tout ω ∈ [0, 1]. Donc pour y ≤ 0, FY (y) = 0. Pour
y ≥ 0, on a {Y ≤ y} = {ω ∈ [0, 1], − ln(ω) ≤ y} = {ω ∈ [0, 1], e−y ≤ ω} = [e−y, 1]. Or IP([e−y, 1]) = 1 − e−y

car IP mesure la longueur de l’intervalle, d’où FY (y) = 1 − e−y: Y suit la loi exponentielle E(1), donc IE[Y ] = 1
et var(Y ) = 1.

(c) Les valeurs prises par Z sont {0} ∪ [0.5, 1]. Ainsi, pour z < 0 alors FZ(z) = 0, et pour z ≥ 1, FZ(z) = 1.
Si z ∈ [0, 0.5[, FZ(z) = IP(Z = 0) = IP([0, 0.5[) = 0.5. Si z ∈ [0.5, 1], FZ(z) = 0.5 + IP(0.5 ≤ Z ≤ z) =
0.5 + IP([0.5, z]) = 0.5 + (z − 0.5) = z.

IE[Z] =
∫
[0,1/2]

0 dω +
∫
[1/2,1]

ω dω = 0 +
[
ω2/2

]1
1/2

= 3/8.

Et IE[Z2] =
∫
[0,1/2]

0 dω +
∫
[1/2,1]

ω2 dω = 0 +
[
ω3/3

]1
1/2

= 7/24, d’où var(Z) = 7/24− 9/64 = 29/192 ≃ 0.151.

2. (*) Sur (Ω,A, IP) un espace probabilisé, on considère une v.a. réelle positive X de fonction de
répartition FX . Déterminer dans les 2 cas suivants l’espérance et la variance de X:

FX(t) =
1

2

(
etII]−∞,0[(t) + (2 − e−t)II[0,∞[(t)

)
;

FX(t) =
1

4
(t + 2)II[−1,0[∪[1,2[(t) +

3

4
II[0,1](t) + II[2,∞[(t).

Proof. Dans le premier cas, la fonction de répartition est continue et dérivable sur R∗: la v.a. est donc continue et sa
densité est fX(x) = 1

2
e−|x| pour x ∈ R: loi de Laplace. On alors IE[X] = 0 et var(X) = 2.

Dans le second cas, il y a 2 sauts: en −1 avec un saut de hauteur de 1/4 et en 0 avec un saut de hauteur 1/4. La mesure
de probabilité de X peut donc s’écrire:

IP(X ∈ B) =
1

4

(
δ{−1}(B) + δ{0}(B)

)
+

1

4

∫
B

II[−1,0[∪[1,2[(t) dt pour B ∈ B(R).

D’où IE[X] = 1
4

(
− 1 + 0− 1/2 + 3/2

)
= 0 et var(X) = IE[X2] = 1

4

(
1 + 0 +

∫ 0

−1
t2dt+

∫ 2

1
t2dt

)
= 1

4

(
1 + 8

3

)
= 11

12
.

3. (*) Soit une variable aléatoire X sur l’espace de probabilité (Ω,A, IP). On suppose que loi de X est
symétrique, c’est-à-dire que la loi de X est la même que celle de −X.

(a) Montrer que IP(X ≤ 0) ≥ 1/2 et IP(X < 0) ≤ 1/2. Conclusion?

(b) Montrer que si IE(|X|) < ∞ alors IE(X) = 0.

Proof. (a) On a d’après la formule des probabilités totales IP(X > 0) + IP(X < 0) + IP(X = 0) = 1. De plus
IP(X > 0) = IP(−X < 0) = IP(X < 0) puisque X et −X ont même loi, donc même fonction de répartition.
D’où IP(X > 0) + IP(X < 0) = 2IP(X < 0). Par suite, 2IP(X > 0) = 1 − IP(X = 0), d’où IP(X > 0) ≤ 1/2.
Or, la formule des probabilités totales donne également IP(X ≤ 0) = 1 − IP(X > 0) et ainsi IP(X ≤ 0) ≥ 1/2.
IP(X < 0) ≤ 1/2 en découle également.
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(b) On va traiter les 2 cas de v.a. Si X est une v.a. discrète à valeurs dans I = (xj)j∈J . Comme X et −X ont même
loi, forcément quand xj ∈ I, alors −xj ∈ I et IP(X = xj) = IP(X = −xj). Or IE(X) =

∑
j∈J xj IP(X = xj) =∑

j∈J, xj>0 xj IP(X = xj) +
∑

j∈J, xj<0 xj IP(X = xj) + 0 ∗ IP(X = 0). En conséquence

IE[X] =
∑

j∈J, xj>0

(
xj IP(X = xj)− xj IP(X = −xj)

)
= 0.

Pour une v.a. continue, FX(x) = IP(X ≤ x) = 1 − IP(X > x) = 1 − IP(−X < −x) = 1 − FX(−x) car la variable
est continue. Donc en tout x où FX est dérivable, F ′

X(x) = 0 − (FX(−x))′ = F ′
X(−x), d’où fX(x) = fX(−x): la

densité est une fonction paire. Donc IE[X] =
∫∞
−∞ x fX(x)dx = 0 car la fonction x → x fX(x) est impaire.

4. (**) Sur (Ω,A, µ) un espace probabilisé, on considère une v.a. réelle positive X de fonction de
répartition FX . Montrer, en utilisant Fubini, que pour n ∈ IN∗ :

IE[Xn] =

∫ ∞

0
n tn−1(1 − FX(t)) dt =

∫ ∞

0
n tn−1IP(X > t) dt.

Montrer que l’hypothèse X positive est nécessaire.

Proof. Du fait que les fonctions intervenant dans l’intégrale sont mesurables positives, on peut écrire avec Fubini, quitte
à obtenir +∞,∫ ∞

0

n tn−1IP(X > t) dt =

∫ ∞

0

n tn−1

∫
]t,∞[

dIPX(x) dt

=

∫ ∞

0

∫
]t,∞[

n tn−1 dIPX(x) dt

=

∫ ∞

0

∫
[0,x[

n tn−1 dt dIPX(x) en réécrivant le domaine d’intégration

=

∫ ∞

0

xn dIPX(x) = IE|Xn].

Si n = 1 et X peut être négative, alors on peut avoir IE[X] < 0 ce qui n’est pas possible avec une telle formule.

5. (***) Soit X une v.a. réelle normale centrée réduite. Soit la v.a. Y = eX . On dit que Y suit une loi
log-normale.

(a) Montrer que Y à une mesure de probabilité absolument continue par rapport à la mesure de

Lebesgue de densité fY (y) =
1√
2π

1

y
e−ln2

(y)/2 si z > 0 et 0 sinon.

(b) Pour a ∈ [−1, 1], soit Ya la v.a. de densité fa(y) = fY (y)(1 + a sin(2πln(y)) pour y > 0 et 0
sinon. Montrer que fa est bien une densité de probabilité.

(c) Montrer que Y et Ya ont mêmes moments, et en déduire que les moments ne caractérisent pas
une loi de probabilité continue.

Proof. (a) Il est clair que Y : Ω →]0,∞[ et Y v.a. car x ∈ R 7→ ex est une fonction continue donc mesurable
(borélienne). Donc pour y ≤ 0, FY (y) = 0. Et pour y > 0,

FY (y) = IP(Y ≤ y) = IP(X ≤ ln(y)) =
1√
2π

∫ ln(y)

−∞
e−t2/2dt.

Il est clair que pour tout y > 0 cette fonction est dérivable (donc continue) et sa limite en 0+ est 0: FY est continue
sur R et dérivable partout sauf en 0, donc Y est une v.a. continue.
Sa dérivée, donc sa densité, sur ]−∞, 0[ est 0 et pour y > 0,

fY (y) =
∂

∂

(
FX(ln(y))− FX(−∞)

)
=

1

y
fX(ln(y)) =

1√
2π y

e− ln2(y)/2.

(b) Pour tout a ∈ [−1, 1], il est clair que fa(y) est mesurable positive, et son intégrale existe car fa ≤ (1 + |a|)fY . De
plus, ∫ ∞

0

fa(y) dy =

∫ ∞

0

fY (y) dy + a

∫ ∞

0

fY (y) sin(2π ln(y)) dy = 1 + a

∫ ∞

∞

ex fY (ex) sin(2π x) dx.

Mais ex fY (ex) = 1√
2π

e−x2/2 fonction paire sur R, donc ex fY (ex) sin(2π x) est une fonction impaire intégrable,

donc son intégrale sur R est nulle. On en déduit que
∫∞
0

fa(y) dy = 1 pour tout a ∈ [−1, 1].
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(c) Si on calcule IE[Y n
a ] (qui existe car IE[Y n] existe) alors:∫ ∞

0

yn fa(y) dy =

∫ ∞

0

yn fY (y) dy+a

∫ ∞

0

ynfY (y) sin(2π ln(y)) dy = IE[Y n]+a
1√
2π

∫ ∞

∞

e(n−1)x e−x2/2 sin(2π x) dx.

Mais e(n−1)x−x2/2 = e−(n−1)2/2 e−(x−(n−1))2/2. Par changement de variable, on obtient∫ ∞

∞

e(n−1)x e−x2/2 sin(2π x) dx = e−(n−1)2/2

∫ ∞

∞

e−(x−(n−1))2/2 sin(2π x) dx

= e−(n−1)2/2

∫ ∞

∞

e−z2/2 sin(2π (z + (n− 1))) dz = e−(n−1)2/2

∫ ∞

∞

e−z2/2 sin(2π z) dz = 0,

par parité. Donc IE[Y n
a ] = IE[Y n] pour tout n ≥ 0 et tout a ∈ [−1, 1]: les moments ne caractérise pas la loi,

puisque clairement Ya et Y n’ont pas la même loi si a ̸= 0.

6. (*) Soit X
L∼ E(λ) loi exponentielle de paramètre λ > 0. Quelle est la loi de Y = [X + 1]? (partie

entière de X + 1)

Proof. Y prend ses valeurs dans N∗ et IP(Y = k) = IP(k ≤ X + 1 < k + 1) = FX(k) − FX(k − 1), donc IP(Y = k)=

(1−e−λ k)−(1−e−λ(k−1))=
(
1−e−λ

)
e−λ(k−1). Ainsi IP(Y = k) =

(
1− e−λ

)(
e−λ

)k−1
pour k ≥ 1: Y

L∼ G
(
1− e−λ

)
: loi

géométrique.

7. (**) Soit U une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]. Soit X une variable de fonction de répartition
FX que l’on supposera strictement croissante et dérivable sur R.

(a) Montrer FX est une fonction admettant une application réciproque sur ]0, 1[, notée F−1
X .

(b) Démontrer que la loi de la variable F−1
X (U) est la même que celle de X.

(c) A partir de la touche RAND d’une calculatrice, comment obtenir une réalisation d’une variable
aléatoire de loi exponentielle de paramètre 3?

(d) Même question si FX(x) = arctan(x)/π + 1/2. Quelle est alors l’espérance de F−1
X (U)?

Proof. (a) Si FX est strictement croissante et dérivable, donc continue, alors comme limx→−∞ FX(x) = 0 et
limx→∞ FX(x) = 1, on en déduit que FX : Rø]0, 1[. De plus, pour tout y ∈]0, 1[, s’il existe x < x′ tel que
FX(x) = FX(x′) = y alors FX ne serait pas strictement croissante: FX est bien bijective, et admet une fonction
réciproque F−1

X sur ]0, 1[.

(b) Comme FX est dérivable et strictement croissante, sa dérivée ne s’annule pas, donc F−1
X est dérivable et strictement

croissante sur ]0, 1[, donc continue: F−1
X (U) est bien une variable aléatoire sur (Ω,A, IP) qui prend ses valeurs dans

R. On a pour tout x ∈ R, en utiliant le fait que FX(F−1
X (U)) = U et FX strictement croissante,

IP(F−1
X (U) ≤ x) = IP(U ≤ FX(x)) = FU (FX(x)) = FX(x) car FU (u) = u pour tout u ∈ [0, 1].

La v.a. F−1
X (U) a donc même fonction de répartition que X, ces deux v.a. ont donc même loi.

(c) On sait que la touche RAND fournit une réalisation d’une v.a. uniforme sur [0, 1]. Pour obtenir une réalisation
d’une v.a. exponentielle de paramètre, il faudra donc calculer V = F−1

X (U). Or FX(x) = 1 − e−3 x, d’où
x = − ln(1 − FX(x))/3 et on en déduit que V = − ln(1 − U)/3 (attention, la fonction FX ici n’est pas stricto
sensu strictement croissante sur R: il faut reprendre ce qui a été fait en a/ et en b/ en considérant cette fonction
uniquement sur ]0,∞[ où les hypothèses sont alors bien vérifiées).

(d) Si FX(x) = arctan(x)/π + 1/2 alors x = π tan(FX(x)− 1/2) soit W = F−1
X (U) = π tan(U − 1/2).

La densité de X est 1
π(1+x2)

, c’est une v.a. qui suit une loi de Cauchy. On a alors IE[W ] = IE[X] =
∫∞
−∞

x
π(1+x2)

dx.

Mais cette intégrale n’existe pas car:

IE[|X|] =
∫ ∞

−∞

|x|
π(1 + x2)

dx = 2

∫ ∞

0

x

π(1 + x2)
dx =

1

π

[
ln(1 + x2)

]∞
0

= +∞.
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8. (*) Calculer la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramètre
p. De même pour celle d’une loi de Poisson de paramètre λ. En déduire que la somme de 2 v.a.
indépendantes de lois de Poisson de paramètres λ1 et λ2 est une loi de Poisson. En est-il de même
pour la loi géométrique?

Proof. Si X v.a. de loi géométrique de paramètre p alors pour z ∈ [−1, 1],

g(z) = IE|zX ] =

∞∑
k=1

zk(1− p)k−1p = p z

∞∑
k=1

(z (1− p))k−1 = p z

∞∑
k=0

(z (1− p))k =
p z

1− (1− p) z
.

Si X v.a. de loi de Poisson de paramètre λ alors pour z ∈ [−1, 1],

g(z) = IE|zX ] = e−λ
∞∑

k=0

zk
λk

k!
= e−λ

∞∑
k=0

(z λ)k

k!
= e−λez λ = e(z−1)λ.

Si X1 et X2 sont deux v.a. indépendantes de lois de Poisson de paramètres λ1 et λ2, alors par indépendance

IE|zX1+X2 ] = IE[zX1 ] IE[zX2 ] = e(z−1)λ1 e(z−1)λ2 = e(z−1) (λ1+λ2)

qui caractérise la loi de Poisson de paramètre λ1 + λ2.
Par le même raisonnement, si X1 et X2 sont deux v.a. indépendantes de lois géométriques de paramètres p1 et p2,

IE|zX1+X2 ] =
p1 z

1− (1− p1) z

p2 z

1− (1− p2) z
=

p1 p2 z
2

(1− (1− p1) z)(1− (1− p2) z)

qui ne peut clairement pas être simplifié pour faire apparâıtre la fonction génératrice d’une loi géométrique.

9. (*) Calculer la fonction caractéristique d’une variable aléatoire : a/ gaussienne, b/ de Poisson, c/
exponentielle, d/ uniforme, e/ gamma, f/ binomiale. En déduire que la somme de 2 v.a. gaussiennes
indépendantes est gaussienne.

Proof. a/ Pour X
L∼ N (m, σ2), on peut toujours écrire que X

L∼ m+ σ Z, avec Z
L∼ N (0 , 1). On a alors ϕX(u) =

IE
[
ei u (m+σ Z)

]
= ei umϕZ(σ u). Mais:

ϕZ(u) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
ei u x−x2/2 dx =

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−

1
2

(
(x−iu)+u2

)
dx = e−u2/2,

après changement de variable y = x− iu. D’où ϕX(u) = e−
1
2
σ2 u2+i um.

b/ Si X
L∼ P(λ), alors pour u ∈ R,

ϕX(u) = e−λ
∞∑

k=0

1

k
λkeiuk = e−λ

∞∑
k=0

1

k

(
λ eiu

)k
= e−λeλ eiu = eλ (eiu−1).

c/ Si X
L∼ E(λ), alors pour u ∈ R,

ϕX(u) =

∫ ∞

0

λ e−λx+i u xdx =
[ λ

i u− λ
e(−λ+i u)x

]∞
0

=
λ

−i u+ λ
.

d/ Si X
L∼ U([a, b]), alors pour u ∈ R∗,

ϕX(u) =
1

b− a

∫ b

a

ei u xdx =
1

b− a

[ λ

i u
ei ux

]b
a
=

1

i (b− a)u

(
cos(ub)− cos(ua) + i(sin(ub)− sin(ua)

)
.

e/ Si X
L∼ Γ(α, β), alors pour u ∈ R,

ϕX(u) =
βα

Γ(α)

∫ ∞

0

xα−1 e−β x+i u xdx =
βα

(β − i u)αΓ(α)

∫ ∞

0

yα−1 e−ydy =
(
1− iu/β

)−α
,

avec le changement de variable y = (β − i u)x, soit dy = (β − i u)dx.

f/ Si X
L∼ B(n, p), alors pour u ∈ R,

ϕX(u) =

n∑
k=0

( k
n

)
pk(1− p)n−keiuk = (1− p)n

n∑
k=0

( k
n

)( p eiu

1− p

)k
= (1− p)n

(
1 +

p eiu

1− p

)n
=
(
1 + p (eiu − 1)

)n
,
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en utilisant la formule du binome. On aurait pu aussi retrouvzer ce résultat en considérant que la loi de X est celle de
la somme de n variables de Bernoulli de paramètre p indépendantes, ce qui entrâıne que la fonction caractéristique de
X est celle d’une Bernoulli de paramètre p à la puissance n.

Si deux v.a. X et X ′ sont gaussiennes de lois N (m, σ2) et N (m′ , σ
′2) sont indépendantes, alors ϕX+X′(u) =

ϕX(u)ϕX′(u) par l’indépendance, soit ϕX+X′(u) = e−
1
2
σ2 u2+i um− 1

2
σ
′2 u2+i um′

= e−
1
2
(σ2+σ

′2)u2+i u (m+m′), soit la

loi N (m+m′ , σ2 + σ
′2).

10. (***) En utilisant la formule d’inversion de la fonction caractéristique pour les v.a. continues,
démontrer que la fonction de caractéristique d’une v.a. de Cauchy de densité f(x) = π−1(1 + x2)−1

sur R est ϕ(u) = e−|u|.

Proof. On part de la formule de la densité caractéristique ϕ(u) = e−|u|. Comme on sait que X est une variable
”continue” et que cette fonction caractéristique est intégrable, on utilise la formule d’inversion:

fX(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
ϕX(u) e−i u xdu pour tout x ∈ R.

Donc pour x ∈ R, fX(x) = 1
2π

∫∞
−∞ e−|u|−i u xdu. On en déduit que:

fX(x) =
1

2π

∫ 0

−∞
eu−i u xdu+

1

2π

∫ ∞

0

e−u−i u xdu =
1

2π

([eu−i u x

1− i x

]0
−∞

+
[e−u−i u x

−1− i x

]∞
0

)
=

1

π

1

1 + x2
.

Par unicité de la fonction caractéristique, on en déduit que celle-ci est bien celle d’une loi de Cauchy.

11. (**) Soit X une variable aléatoire réelle intégrable telle que IE[X] ≥ 0.

(a) Montrer que pour tout λ > 0, X ≤ λ IE[X] + X II{X>λ IE[X]}.

(b) On suppose que, de plus, 0 < IE[X2] < +∞. Montrer que(
IE
[
X II{X>λIE[X]}

])2 ≤ IE[X2] IP
(
X > λIE[X]

)
.

(c) Montrer que pour tout λ ∈]0, 1[ on a l’Inégalité de Paley-Zygmund:

IP
(
X > λ IE[X]

)
≥ (1 − λ)2

IE[X]2

IE[X2]
.

Proof. (a) Si X > λ IE[X] alors le terme de droite vaut X, donc l’inégalité est vérifiée. Si X ≤ λ IE[X], alors
λ IE[X] + X II{X>λ IE[X]} = λ IE[X]. Mais comme cela a lieu pour X ≤ λ IE[X], l’inégalité est bien vérifiée. Elle
l’est donc dans tous les cas.

(b) On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que

IE
[
II2{X>λ IE[X]}

]
= IE

[
II{X>λIE[X]}

]
= IP

(
X > λ IE[X]

)
.

(c) Grâce à la première question, X − λ IE[X] ≤ X II{X>λ IE[X]}. En prenant l’espérance on obtient donc que (1 −
λ) IE[X] ≤ IE

[
X II{X>λ IE[X]}

]
. Comme IE[X] ≥ 0 et λ ∈ [0, 1], alors (1− λ) IE[X] ≥ 0. Donc

(1− λ)2
(
IE[X]

)2 ≤
(
IE
[
X II{X>λ IE[X]}

])2
.

Le résultat final est alors obtenu grâce à celui de la deuxième question.
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Feuille no 2:

Vecteurs aléatoires

1. (*) Soit (X,Y ) un couple de variables aléatoires à valeurs dans R2 dont la loi a pour densité par
rapport à la mesure de Lebesgue sur R2,

f(X,Y )(x, y) =
2

π
e−x(1+y2)II{x,y≥0}.

(a) Vérifier que f(X,Y ) est bien une densité.

(b) Déterminer les lois de X et de Y . Les variables X et Y sont-elles indépendantes?

Proof. (a) En premier lieu, f(X,Y ) est borélienne positive. Ensuite, en utilisant Fubini (les fonctions sont positives):∫
R2

f(X,Y )(x, y) dx dy =
2

π

∫ ∞

0

[
− e−x(1+y2)

1 + y2

]∞
0

dy =
2

π

∫ ∞

0

1

1 + y2
dy = 1.

(b) On a

fX(x) =

∫ ∞

0

f(X,Y )(x, y) dy =
2 e−x

π

∫ ∞

0

e−x y2

dy =
2 e−x

π
√
2x

∫ ∞

0

e−z2/2 dz =
e−x

π
√
2x

√
2π =

e−x

√
π x

si x > 0

= 0 si x ≤ 0

fY (y) =

∫ ∞

0

f(X,Y )(x, y) dx =
2

π

1

1 + y2
si y ≥ 0

= 0 si y < 0.

Il est clair que les 2 variables ne sont pas indépendantes car fX(x) fY (y) ̸= f(X,Y )(x, y).

2. (*) Soient X1 et X2 deux v.a. indépendantes de même loi uniforme sur [0, 1].

(a) Déterminer les fonctions de répartition des v.a. U = min{X1, X2} et V = max{X1, X2}, et en
déduire les densités de probabilité de U et V .

(b) Calculer cov(U, V ). Les variables U et V sont-elles indépendantes?

(c) Que vaut IE
[
|X1 −X2|

]
?

Proof. (a) On a FV (v) = 0 pour v /∈ [0, 1]. Si v ∈ [0, 1], alors FV (v) = IP(X1 ≤ v ∩X2 ≤ v) = v2 par indépendance
de X1 et X2. Comme c’est une fonction continue sur R et dérivable par morceaux, alors V admet une densité et
fV (v) = 2 v IIv∈[0,1].
De même, IP(U ≤ u) = 1 − IP(U > u) = IP(X1 > u ∩ X2 > u) = 1 − (1 − u)2 pour u ∈ [0, 1]. D’où fU (u) =
2 (1− u) IIu∈[0,1].

(b) On a IE[U ] = 2
∫ 1

0
u(1 − u)du = [u2 − 2

3
u3]10 = 1

3
et IE[V ] = 2

∫ 1

0
v2dv = [ 2

3
v3]10 = 2

3
. Et IE[UV ] = IE[X1X2] =

IE[X1] IE[X2] =
1
4
par indépendance. D’où cov(U, V ) = 1

4
− 2

9
= 1

36
.

Les variables ne sont pas indépendantes car cov(U, V ) ̸= 0.

(c) Il est clair que IE
[
|X1 −X2|

]
= IE[V − U ] = IE[V ]− IE[U ] = 1

3
.

3. (**) On considère X = (X1, X2) un vecteur aléatoire à valeurs dans IR2. On suppose que X est
absolument continue, c’est-à-dire que la mesure de probabilité de X est absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue λ2 sur IR2.

(a) Montrer alors que la loi de X1 admet une densité f1 par rapport à la mesure de Lebegue λ1 sur
IR, que l’on exprimera en fonction de f .
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(b) Calculer f1 et f2 pour f telle que :

f(x1, x2) =

{
e−x1 si x1 ≥ x2 ≥ 0

0 sinon.

A-t-on f(x1, x2) = f1(x1)f2(x2) pour λ2-presque tout (x1, x2) ∈ IR2? Quelle conclusion en tirer
sur X1 et X2?

(c) On suppose maintenant que X = (X1, X1) où X1 est absolument continue par rapport à λ1. Le
vecteur aléatoire X est-il absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue λ2 sur IR2?

Proof. (a) La fonction de répartition de X1 est, pour x ∈ R,

FX1(x) = IP(X1 ≤ x) =

∫
x1≤x

∫
R

f(x1, x2) dx2 dx1 =

∫ x

−∞

(∫
R

f(x1, x2) dx2

)
dx1,

par Fubini. Donc FX1(x) s’écrit sous la forme
∫ x

−∞ f1(x1) dx1 avec f1(x1) =
∫
R
f(x1, x2) dx2. Comme f est

borélienne positive, f1 l’est également. Donc la loi de X1 est absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue sur R, et sa densité est f1.

(b) On a:

f1(x1) =

∫ x1

0

e−x1 dx2 IIx1≥0 = x1 e
−x1IIx1≥0 loi Γ(2, 1)

f2(x2) =

∫ ∞

x2

e−x1 dx1 IIx2≥0 = e−x2IIx2≥0 loi E(1)

Il est clair que f(x1, x2) ̸= f1(x1) f2(x2), donc les variables X1 et X2 ne sont pas indépendantes.

(c) On a X ∈ D = {(x, y) ∈ R2, y = x} bissectrice du plan. Donc l’ensemble des valeurs prises par X est un ensemble
D de R2 de mesure de Lebesgue λ2(D) = 0: le vecteur aléatoire X n’est pas absolument continue par rapport à
la mesure de Lebesgue λ2 sur IR2, mais il l’est par rapport à la mesure de Lebesgue sur D.

4. (**) Soit L une v.a. positive admettant une densité de probabilité f et X une v.a. de loi uniforme
sur [0, 1] indépendante de L. On définit deux v.a. L1 et L2 par L1 = X L et L2 = (1 − X)L
(cela représente par exemple la rupture aléatoire en 2 morceaux de longueurs L1 et L2 d’une certaine
molécule de longueur initiale (aléatoire) L).

(a) Déterminer la loi du couple (L1, L2), ainsi que les lois marginales de L1 et L2.

(b) Que peut-on dire du couple (L1, L2) lorsque f(y) = II[0,+∞[(y)λ2ye−λy (λ > 0)?

(c) Déterminer la loi de Z = min{L1, L2}.

Proof. (a) Soit g : R2 → R+ mesurable. Alors

IE[g(L1, L2)] = IE[g(X L, (1−X)L)] = IE[h(X,L)],

où h(x, ℓ) = g(xl, (1− x)ℓ).
Le but est de trouver une formule du type

IE[g(L1, L2)] =

∫
R2

g(x1, x2)f(L1,L2)(x1, x2)dx1dx2.

Si on prend g = IIC avec C ∈ B(R2), cela nous fournira une densité du couple (L1, L2). Ou, si par exemple,
g(l1, l2) = II]−∞,x](l1)1]−∞,y](l2), on trouvera que

IE[g(L1, L2)] = IP(L1 ≤ x, L2 ≤ y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(L1,L2)(x1, x2)dx1dx2.

Le but de ce qui suit est trouver une formule explicite pour f(L1,L2). On travaille avec une fonction g arbitraire
(c’est juste plus simple à écrire.)
Par théorème de transfert appliqué au couple (X,L),

IE[g(L1, L2)] = IE[h(X,L)] =

∫
R2

h(x, ℓ)IP(X,L)(dx, dℓ).

Par indépendance de X et L,

IP(X,L)(dx, dℓ) = IPX(dx)⊗ IPL(dℓ) = II[0,1](x)f(ℓ)dxdℓ.
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Donc,

IE[g(L1, L2)] =

∫
R+

f(ℓ)(

∫ 1

0

h(x, ℓ)dx)dℓ =

∫
R+

f(ℓ)

∫ 1

0

g(xl, (1− x) ℓ)dxdℓ.

Soit le changement de variables x1 = x ℓ, x2 = (1− x) ℓ. Alors

∂(x1, x2)

∂(x, ℓ)
=

(
ℓ x
−ℓ 1− x

)
,

avec det ∂(x1,x2)
∂(x,ℓ)

= ℓ = x1 + x2. Par conséquent,

IE[g(L1, L2)] =

∫
R2

+

g(x1, x2)
f(x1 + x2)

x1 + x2
dx1dx2.

La densité commune de (L1, L2) est donc

f(L1,L2)(x1, x2) =
f(x1 + x2)

x1 + x2
IIx1,x2≥0.

Lois marginales : puisque X ∼ 1 − X, clairement, L1 ∼ L2 : les deux coordonnées suivent la même loi. Soit
maintenant g : R+ → R+ une fonction test mesurable.

IE[g(L1)] =

∫
R+

(∫ 1

0

g(ℓ x)dx

)
f(ℓ)dℓ.

Changement de variables : ℓ x = y, avec ℓ fixé, donc ℓ dx = dy, dx = 1
ℓ
dy. Cela donne

IE[g(L1)] =

∫
R+

f(ℓ)(
1

l

∫ ℓ

0

g(y)dy)dl =

∫ ∞

0

g(y)

(∫ ∞

y

f(ℓ)

ℓ
dℓ

)
dy,

où on a utilisé Fubini. L1 possède donc la densité

fL1(y) =

∫ ∞

y

f(ℓ)

ℓ
dℓ, y > 0.

(b) Si f(y) = II[0,+∞[(y)λ
2ye−λy, nous avons

f(ℓ)/ℓ = λ2e−λ ℓ,

et ∫ ∞

y

f(ℓ)

ℓ
dℓ = λe−λy :

L1 et L2 suivent donc une loi exponentielle de paramètre λ.

(c) min(L1, L2) = min(X, 1−X)L. Donc, avec g : R+ → R+ une fonction test mesurable,

IE[g(Z)] =

∫ ∞

0

f(ℓ)

(∫ 1

0

g(min(u, 1− u) ℓ)du

)
dℓ

=

∫ ∞

0

f(ℓ)

(∫ 1
2

0

g(ℓ u)du+

∫ 1

1
2

g(ℓ (1− u))du

)
dℓ.

On fait un changement de variables dans la deuxième expression: 1− u = v, donc v ∈ [0, 1
2
] et∫ 1

1
2

g(ℓ (1− u))du =

∫ 1
2

0

g(ℓ v)dv.

On reconnait la première expression... Donc, en posant y = ℓ u, avec ℓ fixé, dy = ℓ du,

IE[g(Z)] = 2

∫ ∞

0

f(ℓ)

(∫ 1
2

0

g(ℓ u) du

)
dℓ = 2

∫ ∞

0

f(ℓ)

ℓ

(∫ l/2

0

g(y)dy

)
dℓ

= 2

∫ ∞

0

g(y)

(∫ ∞

2y

f(ℓ)

ℓ
dℓ

)
dy.

On conclut que pour y > 0,

fZ(y) = 2

∫ ∞

2y

f(ℓ)

ℓ
dℓ.

5. (**) On considère un couple indépendant de v.a. (X,Y ). On suppose que X admet une densité f
et que Y est une variable discrète qui prend ses valeurs dans {yn , n ∈ I} , I ⊆ N où (yn)n∈I ⊂ R.
Montrer que Z = X + Y possède une densité fZ et donner sa formule.
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Proof. Puisque Z = X + yn sur {Y = yn}, on a

IP(Z ≤ z) =
∑
n∈I

IP(Y = yn, X ≤ z − yn) =
∑
n∈I

IP(Y = yn)IP(X ≤ z − yn) =
∑
n∈I

IP(Y = yn)FX(z − yn)

=
∑
n∈I

IP(Y = yn)

∫ z−yn

−∞
f(x) dx =

∑
n∈I

IP(Y = yn)

∫ z

−∞
f(u− yn)du

=

∫ z

−∞

(∑
n∈I

IP(Y = yn)f(u− yn)

)
du,

avec le changement de variables u = x+ yn et puis Fubini. Donc, la densité de Z est donnée par

fZ(z) =
∑
n∈I

P (Y = yn) f(z − yn).

6. (***) Soit (X1, · · · , Xn) un échantillon de n v.a.i.i.d. de loi exponentielle de paramètre 1.

(a) Montrer que IP(∃(i, j) ∈ {1, · · · , n}2, i ̸= j,Xi = Xj) = 0.

(b) On pose Z = min1≤i≤nXi. Déterminer la loi de Z.

(c) Soit N = min{1 ≤ i ≤ n,Xi = Z}. Montrer que N est une v.a. et établir que IP(N = k, Z > t) =
e−nt

n
pour k = 1, · · · , n et t > 0. En déduire que Z et N sont des v.a. indépendantes et préciser la loi
de N .

Proof. (a) IP
(
∃(i, j) ∈ {1, · · · , n}2, i ̸= j,Xi = Xj

)
=
∫
D
f(x)f(y) dλ2(x, y), où D est la première bissectrice, soit

D = {(x, y) ∈ R2, x = y}. Comme λ2(D) = 0 alors
∫
D
f(x)f(y) dλ2(x, y) = 0.

(b) Z prend ses valeurs dans [0,∞[. Pour z < 0, FZ(z = IP(Z ≤ z) = 0. Pour z ≥ 0,

FZ(z) = 1− IP
(
X1 > z ∩ . . . ∩Xn > z

)
= 1−

(∫ ∞

z

e−x dx
)n

= 1− e−n z.

En conséquence, Z suit une loi exponentielle de paramètre n.

(c) Si N = min{1 ≤ i ≤ n,Xi = Z}, cela signifie que N est le plus petit indice pour lequel Xi atteint son minimum.
Mais les applications Xi et Z sont mesurables, donc les applications Yi = i IIXi=Z + n IIXi ̸=Z également, d’où
l’application min1≤i≤n(Yi) également. Donc N est une variable aléatoire.
Deux preuves possibles:

� Par la formule des probabilités totales:
∑n

j=1 IP(N = j, Z > t) = IP(Z > t). Mais par le fait que les v.a. (Xi)
sont i.i.d., alors IP(N = j, Z > t) = IP(N = k, Z > t) pour tout j. D’où n IP(N = k, Z > t) = IP(Z > t), d’où
le résultat.

� IP(N = k, Z > t) = IP(mini ̸=k Xi ≥ Xk, Xk > t). Comme Xk et mini̸=k Xi sont indépendants, et comme
IP(mini ̸=k Xi > xk) = e−(n−1)xk pour xk > 0, on en déduit que:

IP(N = k, Z > t) =

∫ ∞

t

e−xk e−(n−1)xk dx dxk =
e−nt

n
.

De ceci, on en déduit que IP(N = k | Z > t) = IP(N = k ∩ Z > t)/IP(Z > t) = 1
n
et ceci pour tout k = 1, . . . , n

et tout t > 0: les deux variables sont indépendantes.
Et IP(N = k, Z > t) = 1

n
pour tout k: N suit une loi uniforme sur {1, . . . , n}.

7. (**) Soient X1, . . . , Xn des v.a.i.i.d., uniformes sur [0, 1],.

(a) On pose Wi = − log(Xi). Montrer que Wi suit une loi exponentielle de paramètre 1.

(b) On rappelle qu’une loi Gamma Γ(α, β) de paramètres (p, α) avec α, β > 0 est une loi continue
de densité sur R:

f(α,β)(x) =
βα

Γ(α)
xα−1e−β x IIx>0

Soient U, V indépendants telles que U
L∼ Γ(α1, β) et V

L∼ Γ(α2, β). Quelle est la loi de U + V ?

(c) En déduire la loi de W1 + · · · + Wn.

(d) Utiliser le résultat précédent pour trouver la loi de
∏n

i=1Xi.
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Proof. (a) IP(Wi > x) = IP(− log(Xi) > x) = IP(log(Xi) < −x) = IP(Xi < e−x) = IP(Xi ≤ e−x), car Xi possède une
densité. Enfin, IP(Xi ≤ e−x) = e−x, par définition de la loi uniforme. Donc IP(Wi ≤ x) = 1 − e−x: on reconnait
la fonction de répartition d’une loi exponentielle de paramètre 1.

(b) On montre en utilisant la fonction caractéristique que la somme de deux v.a. indépendantes Z1 et Z2 de lois
Γ(α1, β) et Γ(α2, β), respectives, suit encore une loi Gamma: Γ(α1 + α2, β). En effet, la fonction caractéristique

d’une loi Γ(α, β) est ϕ(u) =
(
1−i u

β

)α
. D’où ϕZ1+Z2(u) = ϕZ1(u)ϕZ2(u) =

(
1−i u

β

)α1
(
1−i u

β

)α2 =
(
1−i u

β

)α1+α2

en utilisant l’indépendance entre Z1 et Z2.

(c) Puisque la loi exponentielle de paramètre β est une Γ(1, β), nous avons donc que W1
L∼ Γ(1, 1) et donc W1 +

W2 + · · ·+Wn
L∼ Γ(n, 1).

(d) Soit Y = W1 +W2 + · · ·+Wn
L∼ Γ(n, 1). Donc, pour x ∈ (0, 1),

IP(X1 · X2 · . . . · Xn ≤ x) = IP(e−Y ≤ x) = IP(−Y ≤ log x) = IP(Y ≥ − log x) = 1 − FY (− log x),

avec FY la fonction de répartition de Y. La densité de X1 ·X2 · . . . ·Xn est donc donnée par

1

x
f(n,1)(− log x) IIx∈(0,1),

avec f(n,1) la densité de la loi Γ(n, 1).

8. (**) Soient X et Y deux variables aléatoires exponentielles indépendantes de paramètres α > 0 et
β > 0. On pose S = min(X,Y ) et T = |X − Y |.

(a) Calculer IP(S > a, T > b,X > Y ) et IP(S > a, T > b,X < Y ).

(b) En déduire IP(X < Y ), la loi de S, et la loi de T .

Proof. (a) Choisissons a et b des réels positifs (les autres cas ne sont pas informatifs). Alors

IP(S > a, T > b,X > Y ) = IP(Y > a,X − Y > b) =

∫ ∞

a

β e−β y

∫
b+y

α e−αxdx dy

=

∫ ∞

a

β e−α (b+y)−β y dy =
β e−α b−(α+β) a

α+ β
.

Par symmétrie, IP(S > a, T > b,X < Y ) =
α e−β b−(α+β) a

α+ β
.

(b) Il suffit de choisir a = b = 0 pour en déduire IP(X < Y ) =
α e−β b−(α+β) a

α+ β
.

Par ailleurs, on choisissant b = 0, on a

IP(S > a) = IP(S > a,X < Y ) + IP(S > a,X < Y ) =
β e−(α+β) a

α+ β
+

α e−(α+β) a

α+ β
= e−(α+β) a

donc S suit une loi exponentielle de paramètre α+ β.
Pour la loi de T , on fixe a = 0 et

IP(T > b) = IP(T > b,X < Y ) + IP(T > b,X < Y ) =
β e−α b

α+ β
+

α e−β b

α+ β
=

β e−α b + α e−β b

α+ β
.

On en déduit que la densité de T est
αβ

α+ β

(
e−αx + e−β x) IIx≥0.

9. (**) Soit (X1, X2, X3) vecteur aléatoire centré de matrice de covariance

A =

 2 1 3
1 5 6
3 6 9


(a) Calculer la variance de X3 − α1X1 − α2X2.

(b) En déduire que X3 est une combinaison linéaire de X1 et X2 p.s.
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(c) Plus généralement, pour un vecteur aléatoire Y de matrice de covariance Γ, donner une condition
nécessaire et suffisante sur Γ pour que l’une des composantes de Y soit une fonction affine des
autres composantes de Y p.s.

(d) Soit maintenant Z un vecteur aléatoire à valeurs dans Rd, d ≥ 1. Supposons que Z admette une
densité f par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rd. Soit x ∈ Rd un vecteur non-nul. Montrer
qu’alors la v.a. U = txZ a une densité sur R.

(e) Si Y est un vecteur aléatoire de matrice de covariance non-inversible, peut-il avoir une densité?

Proof. (a) On a var(X3 − α1X1 − α2X2) = cov
(
(−α1,−α2, 1)X

)
= (−α1,−α2, 1)A

t(−α1,−α2, 1), donc var(X3 −
α1X1 − α2X2) = 2α2

1 + 5α2
2 + 2α1 α2 − 6α1 − 12α2 + 9.

(b) On peut calculer le déterminant de la matrice A, et on montre que det(A) = 0. Donc 0 est valeur propre. On
peut alors déterminer le sous-espace propre associé à 0. Cela revient à résoudre le système:{ 2x+ y + 3z = 0

x+ 5y + 6z = 0
⇐⇒

{ x = y
z = −y

.

Le sous-espace, qui est de dimension 1 est donc généré par le vecteur (1, 1,−1). On en déduit qu’en choisissant
α1 = α2 = 1 alors var(X3 − α1X1 − α2X2) = 0, soit X3 = X1 +X2 p.s.

(c) Il est clair que cette CNS est ”la matrice de covariance admet 0 comme valeur propre” (ou bien son déterminant
est nul).

(d) Comme x est un vecteur non nul, on peut alors considérer (f2, . . . , fd) famille orthonormée de d − 1 vecteurs de
Rd telle que ( x

∥x∥ , f2, . . . , fd) soit une base orthonormale de Rd (on a ∥x∥ > 0 car x non nul). Ainsi, pour u ∈ R,
on a

IP(U ≤ u) =

∫
txz≤u

f
(
(txz)

x

∥x∥2 +

d∑
j=2

< fj , z > fj
)
dλd(z) =

∫
∥x∥z′1≤u

f
(
z′1

x

∥x∥ +

d∑
j=2

z′jfj
)
dz′1 . . . dz

′
d

=

∫
z′1≤

u
∥x∥

(∫
Rd−1

f
(
z′1

x

∥x∥ +

d∑
j=2

z′jfj
)
dz′2 . . . dz

′d
)
dz′1

après un changement de variable de déterminant = 1 (changement d’une base orthonormale à une autre base
orthonormale) et en utilisant Fubini. si l’on note

fx(z
′
1) =

∫
Rd−1

f
(
z′1

x

∥x∥ +

d∑
j=2

z′jfj
)
dz′2 . . . dz

′d

on a pu écrire FU sous la forme
∫ u

∥x∥
−∞ fx(z

′
1)dz

′
1 =

∫ u

−∞ ∥x∥ fx(t/∥x∥) dt, où fx est une fonction positive mesurable,
donc U est une variable continue par rapport à la mesure de Lebesgue.

(e) On montre que Y a une densité sur le sous-espace vectoriel de Rd constitué par la somme directe des sous-espaces
propres des valeurs propres non nulles de la matrice de coviance.
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Feuille no 3:

Vecteurs gaussiens

1. (*) Soit X = (X1, X2, X3) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance

Γ =

 3 1 0
1 2 0
0 0 1

 .

(a) Quelle est la loi de X3 et celle de (X1, X2) et que peut-on dire de ces 2 vecteurs aléatoires?

(b) Déterminer la densité de la loi de (X1, X2, X3).

(c) Quelle est la loi de (X1 −X2, X3 −X1)?

Proof. (a) X3 = AX avec A = t(0, 0, 1) est donc une variable gaussienne comme combinaison linéaire issue de X et

IE[X3] = A IE[X] = 0, var(X3) = A cov(X) tA = 1. Donc X3
L∼ N (0, 1).

(X1, X2) = BX avec B =

(
1 0 0
0 1 0

)
. Donc le vecteur (X1, X2) est gaussien de loi N

(( 0
0

)
,
( 3 1

1 2

))
.

(X1, X2) etX3 sont deux vecteurs issus du même vecteur gaussien. De plus, pour tous (a1, a2) ∈ R2, cov(X3, a1X1+
a2X2) = a1cov(X3, X1) + a2cov(X3, X2) = 0 d’après la matrice de covariance. Donc (X1, X2) et X3 sont
indépendants.

(b) La densité de la loi de (X1, X2, X3) est directement donnée par le cours:

f(x1, x2, x3) =
1

(2π)3/2
√

det(Γ)
exp

(
− 1

2
(x1, x2, x3)Γ

−1t(x1, x2, x3)
)

=
1

(2π)3/2
√
5
exp

− 1

10
(x1, x2, x3)

 2 −1 0
−1 3 0
0 0 5

 t(x1, x2, x3)


(c) Z = (X1 − X2, X3 − X1) = BX avec B =

(
1 −1 0

−1 0 1

)
. Donc Z est gaussien. Son espérance est 0 et sa

matrice de variance covariance est:

cov(Z) = B cov(X) tB =

(
1 −1 0

−1 0 1

) 3 1 0
1 2 0
0 0 1

 1 −1
−1 0
0 1

 =

(
3 −2

−2 4

)

2. (**) Soit X une v.a. réelle normale centrée réduite et soit Y une v.a. indépendante de X, à valeurs
dans {−1, 1} telle que IP(Y = 1) = 0.5. On considère la v.a. Z = X Y .

(a) Déterminer la mesure de probabilité de Z.

(b) Déterminer cov(X,Z). Les variables X et Z sont-elles indépendantes?

(c) Déterminer la mesure de probabilité de X + Z. En déduire que la somme de 2 variables gaussi-
ennes non-corrélées peut ne pas être gaussienne.

Proof. (a) Pour tout z ∈ R, on a IP(Z ≤ z) = IP(Z ≤ z ∩ Y = 1) + IP(Z ≤ z ∩ Y = −1) par la formule des
probabilités totales. D’où IP(Z ≤ z) = IP(Z ≤ z | Y = 1)IP(Y = 1)+IP(Z ≤ z | Y = −1)IP(Y = −1) = 1

2

(
IP(X ≤

z) + IP(−X ≤ z)
)
car X et Y sont indépendantes. Or IP(−X ≤ z) = IP(X ≤ z) car X a une loi symmétrique,

donc IP(Z ≤ z) = IP(X ≤ z): Z
L∼ N (0, 1).

(b) cov(X,Z) = IE[X Z] = IE[Y X2] = IE[Y ] IE[X2] = 0 car Y est indépendante de X et du fait que IE[Y ] = 0.
X et Y ne sont pas indépendantes car IP(|X| < 1) > 0, IP(|Z| > 1) > 0 et IP(|X| < 1 ∩ |Z| > 1) = 0, donc
IP(|X| < 1 ∩ |Z| > 1) ̸= IP(|X| < 1) IP(|Z| > 1).

(c) On a X+Z = X+X Y = X(1+Y ) = 2X U , où U
L∼ B(1/2) et U indépendante de X. Donc pour tout B ∈ B(R),

alors IP(X + Z ∈ B) = 1
2
δ{0}∈B + 1

2
IP2X(B), où IP2X est une loi N (0, 4).

On a donc X et Z qui sont deux v.a. gaussiennes centrées réduites, non corrélées, mais telles que X et Z ne sont
pas indépendantes et une combinaison linéaire de X et Z, telle que X + Z, ne sont pas gaussienne.
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3. (*) Soit X et Y deux v.a. indépendantes de loi commune N (0, 1). Déterminer la loi de Z =
1√
2

(
X + Y

)
, celle de W = 1

2 (X − Y )2 et enfin celle de Z/
√
W .

Proof. Comme X et Y sont deux v.a. indépendantes de loi N (0, 1), alors le vecteur (X,Y ) est gaussien (centré réduit).
Comme Z et Z′ = 1√

2

(
X − Y

)
sont des combinaisons linéaires de (X,Y ), alors le vecteur

(
Z,Z′) est gaussien.

Par ailleurs, IE[Z] =
E[Z′] = 0, var(Z) = var(Z′) = 1 et cov(Z,Z′) = 1

2

(
var(X2)− var(Y 2)

)
= 0. Comme le vecteur

(
Z,Z′) est gaussien, on

en déduit que Z et Z′ sont indépendantes et de loi N (0, 1).

Comme Z′ L∼ N (0, 1) et W = (Z′)2 alors W
L∼ χ2(1).

Enfin, comme Z et W sont indépendantes, Z/
√
W

L∼ t(1), loi de student à 1 degré de liberté.

4. (**) Soient X et Y des v.a. indépendantes de loi N (0, 1).

(a) Déterminer la loi du couple de (X + Y,X − Y ). Que remarque-t-on?

(b) Déterminer également la loi du couple (X/Y, Y ) puis celle de la v.a. X/Y . Les v.a. X/Y et Y
sont elles indépendantes?

(c) En déduire la densité de la loi de Student de degré 1.

Proof. (a) Voir l’exercice précédent (X + Y,X − Y )
L∼ N

(( 0
0

)
,
( 2 0

0 2

))
et (X + Y ) et X − Y indépendantes.

(b) Le couple (X/Y, Y ) prend ses valeurs dans R2. De plus, les lois de X/Y et Y sont symétrique. Pour déterminer
la densité du couple, considérons u ∈ R et y < 0 (le cas y ≥ 0 sera obtenu par symétrie). Alors:

F(X/Y,Y )(u, y) = IP(X/Y ≤ u ∩ Y ≤ y)

= IP(X ≥ uY ∩ Y ≤ y)

=

∫ y

−∞
fX(y′)

∫ ∞

uy′
fX(x′) dx′ dy′ (Fubini)

=

∫ y

−∞
fX(y′) (1− FX(uy′)) dy′.

En considérant ∂2

∂y ∂u
F(X/Y,Y )(u, y) on obtient donc que pour y < 0 et u ∈ R,

f(X/Y,Y )(u, y) =
∂2

∂y ∂u
F(X/Y,Y )(u, y) = −y fX(y) fX(uy).

On en déduit que pour tout (u, y) ∈ R2,

f(X/Y,Y )(u, y) =
|y|
2π

exp
(
− 1

2
y2(1 + u2)

)
.

On peut alors facilement déduire la densité de X/Y :

fX/Y (u) =

∫ ∞

−∞

|y|
2π

exp
(
− 1

2
y2(1 + u2)

)
dy =

1

π

1

1 + u2
,

c’est-à-dire la densité d’une loi de Cauchy.
Les v.a. X/Y et Y ne sont donc pas indépendantes car le produit des densités est différent de la densité du couple.

(c) La loi de Student de degré 1 est celle de X/
√
Y 2, puisque X et Y sont indépendantes et Y 2 L∼ χ2(1). Mais

√
Y 2 = |Y |, et par symétrie X/|Y | L∼ X/Y . La loi de Student de degré 1 est donc la loi de Cauchy.

5. (**) Soit X = (X1, X2) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance

Γ =

(
1 2
2 4

)
.

(a) Montrer que Γ est bien une matrice de variance-covariance et déterminer ses valeurs propres et
leurs sous-espaces propres associés.

(b) Démontrer que IE[(2X1 −X2)
2] = 0. En déduire la densité de la loi de (X1, X2) par rapport à

une mesure que l’on précisera.
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(c) Généraliser à un vecteur gaussien quelconque dont la matrice de covariance est singulière.

Proof. (a) On a Γ symétrique, Trace(Γ) = 5 > 0 et det(Γ) = 0 ≥ 0: la matrice Γ est bien celle d’une variance-
covariance.
On déduit que 0 et 5 sont les 2 valeurs propres. Le sous-espace propre associé à 0 est {(x, y) ∈ R2, x + 2y = 0}
donc engendré par le vecteur (2,−1). Le sous-espace propre associé à 5 est {(x, y) ∈ R2, − 4x + 2y = 0} donc
engendré par le vecteur (1, 2).

(b) On a IE[(2X1 −X2)
2] = var(2X1 −X2) = 4var(X1) + var(X2)− 4cov(X1, X2) = 4 + 4− 8 = 0.

On a donc 2X1 = X2 p.s.
De ce qui précède on en déduit que le vecteur X prend uniquement ses valeurs sur la droite 2x = y. Et sa mesure
de probabilité sur cette droite est gaussienne et centrée:

IP
(
(X1, X2) ∈ A

)
=

∫
A

1√
2π

e−t2/2dλ{y=2x}(t)

La densité de (X1, X2) sur la droite y = 2x est la densité gaussienne centrée réduite.

(c) Si la matrice de covariance est singulière, alors 0 est valeur propre de multiplicité m0 ≥ 1. Or si X
L∼ Nn

(
0,Γ
)
,

alors comme Γ est symétrique, il existe une matrice Q orthogonale (telle que QtQ = In), Γ = QD tQ avec D
une matrice diagonale contenant les valeurs propres, et on supposera que les m0 premières valeurs sont des 0. On

peut alors écrire que X = Γ1/2 Z, où Z
L∼ N (0, In), donc X = QD1/2 tQZ. Mais on a Z′ = t(Z′

1, . . . , Z
′
n) =

tQZ
L∼ N (0, In), d’où D1/2 tQZ = D1/2 Z′ = t(0, . . . , 0, λ1Z

′
m0

, . . . , λpZ
′
n), où les λ1, . . . , λp sont les autres

valeurs propres que 0. Donc X ne dépend que des Z′
m0+1, . . . , Z

′
n, X est donc un vecteur gaussien appartenant

uniquement à E⊥
0 (orthogonal du sev propre associé à 0) de dimension n−m0.

6. (***) Soit X = (X1, X2, X3, X4) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance Γ.

(a) Démontrer que IE
[
e<s,X>

]
= e

1
2

tsΓ s pour tout s ∈ R4. En utilisant l’unicité du développement

en série entière, en déduire que IE
[
< s,X >4

]
= 3

(
tsΓ s

)2
. En déduire que

IE
[
X1X2X3X4

]
= IE[X1X2] IE[X3X4] + IE[X1X3] IE[X2X4] + IE[X1X4] IE[X2X3].

(b) Déduire également que IE[X1X2X3] = 0.

(c) Si (X,Y ) est un vecteur gaussien d’espérance m et de matrice de variance-covariance Γ =( σ2
X σXY

σXY σ2
X

)
, en déduire var(X2) et cov(X2, Y 2).

Proof. (a) On va utiliser la densité de X. Ainsi pour tout s ∈ R4,

IE
[
e<s,X>] =

∫
R4

1

(2π)2
√

det(Γ)
exp

(
ts x− 1

2
txΓ−1 x

)
dx

=

∫
R4

1

(2π)2
exp

(
tsΓ1/2 z − 1

2
tz z
)
dz

=

∫
R4

1

(2π)2
exp

(
− 1

2

(
t(z − Γ1/2 s)(z − Γ1/2 s)− tsΓ s

))
dz

= e
1
2

tsΓ s

∫
R4

1

(2π)2
exp

(
− 1

2
tz′ z′

)
dz′

= e
1
2

tsΓ s.

On sait que ex =
∑∞

k=0
xk

k!
pour tout x ∈ R. Donc IE

[
e<s,X>

]
= IE

[∑∞
k=0

<s,X>k

k!

]
pour tout s ∈ R4. Par

ailleurs, la série étant convergente et les moments IE
[
| < s,X > |k

]
< ∞ étant tous finis (car < s,X > est une

variable gaussienne) alors pour tout s ∈ R4,

IE
[
e<s,X>] = 1 +

∞∑
k=1

IE
[
< s,X >k

]
k!

.

Mais on a également pour tout s ∈ R4,

e
1
2

tsΓ s = 1 +

∞∑
j=1

(
tsΓ s

)j
2j j!

.
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Par unicité du développement en série entière, il y a donc égalité des 2 développements et donc égalité des
coefficients devant les différents moments en s. Pour le moment d’ordre 4, on en déduit donc que:

IE
[
< s,X >4

]
4!

=

(
tsΓ s

)2
22 2!

=⇒ IE
[
< s,X >4 ] = 3

(tsΓ s
)2

pour tout s ∈ R4.

Si s = t(s1, s2, s3, s4), en développant < s,X >4= (s1X1 + s2X2 + s3X3 + s4X4)
4, on obtient que le terme en

s1s2s3s4 est 6X1X2X3X4, donc celui de IE
[
< s,X >4

]
est 6 IE[X1X2X3X4].

D’autre part, tsΓ s =
∑4

i=1 s
2
i IE[X

2
i ] +

∑
1≤i<j≤4 sisjIE[XiXj ], donc si l’on regarde le terme en s1s2s3s4 de(

tsΓ s
)2
, on obtient:

2
(
IE[X1X2] IE[X3X4] + IE[X1X3] IE[X2X4] + IE[X1X4] IE[X2X3]

)
Par conséquent, en égalisant les 2 termes en s1s2s3s4, on obtient bien que:

IE
[
X1X2X3X4

]
= IE[X1X2] IE[X3X4] + IE[X1X3] IE[X2X4] + IE[X1X4] IE[X2X3].

(b) Si l’on prend dans le développement précédent IE
[
< s,X >3

]
, l’égalité des développements en série entière

montre que nécessairement IE
[
< s,X >3

]
= 0, donc par exemple IE[X1X2X3] = 0.

(c) Commençons par le cas où m = t(0, 0). Alors var(X2) = IE[X4] − IE[X2]2 = 3σ4
X − σ4

X = 2σ4
X d’après l’égalité

précédente (en prenant X1 = X2 = X3 = X4 = X) et cov(X2, Y 2) = IE[X2Y 2] − σ2
Xσ2

Y = 2 IE[X Y ] IE[X Y ] =
2σ2

XY (en prenant X = X1 = X2 et Y = X3 = X4).
Si (X,Y ) est maintenant un vecteur gaussien d’espérance m = t(IE[X], IE[Y ]), on en déduit que

var(X2) = 4 IE[X]2 σ2
X + 2σ4

X et cov(X2, Y 2) = 4 IE[X] IE[Y ]σXY + 2σ2
XY .
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Feuille no 4:

Convergence et théorèmes limites

0. (*) Soit X0 une v.a. définie sur (Ω,A, IP) et pour n ∈ N∗, on définit Xn = X0/n. Démontrer que
(Xn) converge en loi, en probabilité et presque-sûrement vers une limite que l’on précisera. Qu’en
est-il pour la convergence dans  Lp?

Proof. � Pour la convergence en loi, on commence par la caractérisation avec les fonctions de répartition. Ainsi
pour x ∈ R, on a:

FXn(x) = IP(Xn ≤ x) = IP(X0 ≤ xn).

Quand x > 0 alors xn −→
n→∞

∞, et limn→∞ IP(X0 ≤ xn) = 1.

Quand x < 0 alors xn −→
n→∞

−∞, et limn→∞ IP(X0 ≤ xn) = 0. Or il n’existe qu’une seule v.a. dont la fonction

caractéristique vaut 0 sur ]|∞, 0[ et 1 sur ]0,∞[, c’est celle de masse de Dirac en 0, donc presque sûrement la

constante 0. Donc Xn
L−→

n→∞
0 (on notera que la convergence n’a pas lieu pour x = 0, mais ce n’est pas grave

puisque la fonction de répartition de 0 n’est pas continue en 0).

� On peut également obtenir la convergence en loi avec les fonctions caractéristiques. Ainsi on a pour tout u ∈ R:

ϕXn(u) = IE
[
ei uXn

]
= IE

[
ei uX0/n

]
=

∫
Ω

ei uX0(ω)/n dIP(ω).

Or pour tout ω et tout u, on a ei uX0(ω)/n −→
n→∞

1. De plus pour tout n ∈ N∗, ω ∈ Ω et u ∈ R, |ei uX0(ω)/n| ≤ 1,

et
∫
Ω
1 dIP = 1 < ∞. On peut donc appliquer le Théorème de convergence dominée de Lebesgue et pour tout

u ∈ R, ϕXn(u) −→
n→∞

1. Et comme 1 est la fonction caractéristique de la constante 0, par le théorème d’inversion

on en déduit que Xn
L−→

n→∞
0.

� On montre également la convergence en loi avec la caractérisation par les espérances. Soit g : R → R, bornée et
continue. Alors:

IE
[
g(Xn)

]
= IE

[
g(X0/n)

]
=

∫
Ω

g(X0(ω)/n) dIP(ω).

Or g est continue sur R, donc comme pour tout ω ∈ Ω, X0(ω)/n −→
n→∞

0, gX0(ω)/n) −→
n→∞

g(0) par continuité

en 0. Par ailleurs, g étant bornée, pour tout n ∈ N∗ et ω ∈ Ω, |gX0(ω)/n)| ≤ sup |g| et
∫
Ω
sup |g| dIP = sup |g| <

∞. On peut donc appliquer le Théorème de convergence dominée de Lebesgue et pour tout g continue bornée,

IE
[
g(Xn)

]
−→
n→∞

IE
[
g(0)

]
= g(0). On en déduit que Xn

L−→
n→∞

0.

� On va considérer la convergence en probabilité. On sait que Xn converge en loi vers 0. Or si (Xn) convergeait en
probabilité vers une autre limite que 0, comme la convergence en probabilités entrâıne la convergence en loi, il y
aurait une contradiction. Donc si (Xn) converge en probabilité ce ne peut être que vers 0. Pour le démontrer, on
pose ε > 0 et on a

IP
(
|Xn − 0| ≥ ε

)
= IP

(
|X0| ≥ ε n

)
= IP

(
X0 ≥ ε n

)
+ IP

(
X0 ≤ −ε n

)
.

On a IP
(
X0 ≤ −ε n

)
= FX0(−ε n) −→

n→∞
0 car −ε n −→

n→∞
− ∞. De plus IP

(
X0 ≥ ε n

)
= 1 − IP

(
X0 < εn

)
et

IP
(
X0 < εn

)
−→
n→∞

1. Donc on a bien IP
(
|Xn − 0| ≥ ε

)
−→
n→∞

0 et ainsi Xn
P−→

n→+∞
0.

Cependant, on aurait pu faire beaucoup plus simple puisque la convergence en loi vers une constante est équivalent à

la convergence en probabilité vers une constante, donc ayant montréXn
L−→

n→∞
0 on avait directementXn

P−→
n→+∞

0.

� La convergence presque sûre est souvent la plus difficile à démontrer. Dans cet exercice c’est la plus simple! En
effet, pour tout ω ∈ Ω, Xn(ω) = X0(ω)/n −→

n→∞
0: il y a convergence ”sûre” sur Ω donc Xn

p.s.−→
n→∞

0.

Si on avait initialement commencé par cette convergence, on avait directement la convergence en loi et probabilité,
puisque la convergence presque sûre entrâıne les 2 autres.

� Pour la convergence dans ILp avec p > 0, celle-ci n’est possible que siX0 ∈ ILp, donc si ∥X0∥p =
(
IE[|X0|p]

)1/p
< ∞.

Dans ce cas, IE[|Xn − 0|p] = IE[|X0|p]
np −→

n→∞
0, donc Xn

ILp

−→
n→∞

0.

Si X0 /∈ ILp, alors (Xn) ne converge pas dans ILp. Question? Peut-il exister une v.a. X0 qui n’appartiennent à
aucun ILp pour tout p > 0. Ceci est possible par exemple en considérant X0 une variable positive continue de
densité f(x) = C (x ln2(x))−1 pour x ≥ 2. On pourra trouver C car l’intégrale de f existe sur [2,∞[ (intégrale de
Bertrand), mais en revanche IE[Xp

0 ] = C
∫∞
2

xp−1 ln−2(x) dx = ∞ pour tout p > 0.
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1. (*) Soit (Xn)n une suite i.i.d. de variables de Bernoulli de paramètre θ ∈]0, 1[.

(a) Montrer que Xn = n−1
∑n

i=1Xi
P−→

n→+∞
θ. En déduire que Xn(1 −Xn)

P−→
n→+∞

θ(1 − θ).

(b) Montrer que
√
n(Xn − θ)

L−→
n→∞

N (0, θ(1 − θ)).

(c) Montrer que
√
n(Xn − θ)2

P−→
n→+∞

0.

(d) Déterminer la loi limite de
√
n
(
Xn(1 −Xn) − θ(1 − θ)

)
pour θ ̸= 1/2.

Proof. (a) En appliquant la loi des grands nombres dont les hypothèses sont respectées, comme IE[X1] = θ, alors

Xn = n−1∑n
i=1 Xi

P−→
n→+∞

θ.

Soit la fonction g(x) = x(1− x) pour x ∈ R, fonction continue sur R: donc g(Xn)
P−→

n→+∞
g(θ), soit le résultat.

(b) On applique le théorème de la limite centrale dont les hypothèses sont respectées et avec var(X1)θ(1 − θ), on

obtient bien
√
n(Xn − θ)

L−→
n→∞

N (0, θ(1− θ)).

(c) D’après le résultat précédent, n1/4(Xn − θ) = n−1/4
(√

n(Xn − θ)
) L−→

n→∞
0. Comme cette limite en loi est vers

une constante, cette limite est aussi en probabilité. On applique alors la fonction carré, qui est continue, et on

obtient bien
√
n(Xn − θ)2

P−→
n→+∞

0 en probabilité.

(d) On applique la delta-méthode, avec la fonction g(x) = x(1− x) pour x ∈ R, et on obtient pour θ ̸= 1/2,

√
n
(
g(Xn)− g(θ)

)
=

√
n
(
Xn(1−Xn)− θ(1− θ)

) L−→
n→∞

N
(
0 , θ(1− θ)(1− 2θ)2

)
car g′(x) = 1− 2x et g′(θ) = 1− 2θ.
Pour θ = 1/2, en allant plus loin dans le développement de Taylor

n
(
g(Xn)− g(θ)

)
≃ 1

2

(√
n(Xn − θ)

)2
g′′(θ) =⇒ n

(
Xn(1−Xn)−

1

4

)
L−→

n→∞
− 1

4
χ2(1).

2. (*) Soit (Xk)k∈IN une suite de v.a. telle que IE[X2
k ] < ∞ pour tout k ∈ N et cov(Xi, Xj) = 0 pour

i ̸= j. On suppose qu’il existe des réels m et C tels que pour tout k, IE[Xk] = m et varXk ≤ C.
Montrer que la suite des Xn converge vers m dans IL2 et en probabilité.

Proof. On a IE
[
(Xn − m)2

]
= 1

n2

∑
1≤i≤n var(Xi) ≤ C

n
−→
n→∞

0. D’où la convergence de Xn vers m dans IL2. Et

comme la convergence dans IL2 entrâıne celle en probabilité, on a aussi Xn
P−→

n→+∞
m.

3. (**) Soit Ω = [0, 1] et soit la suite (Xn) de v.a. définies sur (Ω,B([0, 1]), IP) où IP est la loi uniforme
sur [0, 1] et telle que pour tout n ∈ N:

Xn(ω) = (n + 1)2 ωn − (n + 1) pour tout ω ∈ [0, 1].

Que vaut IE[Xn]? Démontrer pourtant que Xn
P−→

n→+∞
−∞. La suite (Xn) converge-t-elle dans IL2?

Proof. On a IE[Xn] =
∫ 1

0

(
(n+ 1)2 ωn − (n+ 1)

)
dω =

[
(n+ 1)ωn+1

]1
0
− (n+ 1) = 0.

Pour tout ω ∈ [0, 1[, (n+1)2 ωn −→
n→∞

0 donc Xn(ω) = −∞. Ainsi pour tout ε > 0, IP
(
|Xn+(n+1)| ≥ ε

)
= IP

(
{1}
)
= 0.

On en déduit donc que la variable Xn + (n+ 1) tend en probabilité vers 0 donc Xn
P−→

n→+∞
−∞.

Si Xn converge en probabilité vers −∞, alors la seule limite possible dans IL2 pour (Xn) est −∞. Mais pour toute suite
réelle (an),

IE
[
(Xn − an)

2] = IE[X2
n]− 2 an IE[Xn] + a2

n

= (n+ 1)2
( (n+ 1)2

2n+ 1
− 1
)
+ a2

n

−→
n→∞

+∞.

Donc Xn ne tend pas vers −∞ dans IL2 et on s’aperçoit même que c’est pour an = 0 que la distance IL2 entre Xn et an

est la plus petite (mais pour autant Xn ne tend pas du tout vers 0 dans IL2).
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4. (**) On suppose Xn
L−→

n→∞
c pour une suite de v.a. (Xn)n à valeurs réelles et c ∈ R. Soit ϕ : R+ → R

définie par ϕ(x) = min(x, 1).

(a) Soit ε > 0. En utilisant une caractérisation de la convergence en loi, quelle est la limite de
IE[ϕ(|Xn − c|/ε)] quand n → ∞?

(b) En déduire que Xn
P−→

n→+∞
c.

Proof. (a) La fonction ϕ est continue et bornée. Comme Xn
L−→

n→∞
c alors |Xn − c|/ε L−→

n→∞
0, alors IE[ϕ(|Xn −

c|/ε)] −→
n→∞

IE[ϕ(0)] = 0.

(b) Pour ε > 0, ϕ(|Xn − c|/ε) = 1 pour |Xn − c| ≥ ε et ϕ(|Xn − c|/ε) = |Xn − c|/ε sinon. On en déduit que

IE[ϕ(|Xn − c|/ε)] = IE
[
ϕ(|Xn − c|/ε) II|Xn−c|≥ε

]
+ IE

[
ϕ(|Xn − c|/ε) II|Xn−c|<ε

]
= IE

[
II|Xn−c|≥ε

]
+

∫ c+ε

c−ε

|x− c|
ε

dFXn(x)

= IP
(
|Xn − c| ≥ ε

)
+

∫ c+ε

c−ε

|x− c|
ε

dFXn(x).

Mais on peut écrire que∫ c+ε

c−ε

|x− c|
ε

dFXn(x) =
1

ε

∫ c+ε

c

(x− c) dFXn(x) +
1

ε

∫ c

c+ε

(c− x) dFXn(x)

=
1

ε

([
(x− c)FXn(x)

]c+ε

c
−
∫ c+ε

c

FXn(x) dx+
[
(c− x)FXn(x)

]c
c−ε

+

∫ c

c−ε

FXn(x) dx
)

−→
n→∞

1

ε

(
ε− (c+ ε− c) + 0 + 0

)
= 0,

car pour tout x > c, FXn(x) −→
n→∞

1 et pour tout x < c, FXn(x) −→
n→∞

0. En conséquence IE[ϕ(|Xn − c|/ε)] et

IP
(
|Xn − c| ≥ ε

)
on même limite, donc IP

(
|Xn − c| ≥ ε

)
−→
n→∞

0, soit Xn
P−→

n→+∞
c.

5. (***) Soit (Xn)n∈IN une suite de v.a.i.i.d. telle que IE[X2
1 ] < ∞. Soit Yk = Xk pour k ≥ 1. Peut-on

obtenir la loi faible des grands nombres pour la suite (Yk)? La loi forte des grands nombres? Dans
le cas particulier où les Xk suivent une loi normale centrée réduite déterminer un théorème de limite
centrale.

Proof. On va supposer, sans perte de généralité IE[X1] = 0 puisque (Yn) a la même espérance que (Xn) et on notera

σ2 = var(X1). On sait que var(Yk) =
σ2

k
. Par ailleurs, cov(Yk, Yℓ) =

σ2

k
pour k ≤ ℓ. On en déduit que:

var
( 1
n

n∑
k=1

Yk

)
=

1

n2

( n∑
k=1

var(Yk) + 2
∑

1≤k<ℓ≤n

cov(Yk, Yℓ)
)

=
σ2

n2

(
1 + 2

∑
1≤k<ℓ≤n

1

k

)
=

σ2

n2

(
1 + 2

∑
1≤k<n

n− k

k

)
≃ 2σ2 ln(n)

n
−→
n→∞

0.

En utilisant l’Inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on en déduit que Yn
P−→

n→+∞
0.

Pour une suite numérique (un) convergeant vers une limite ℓ, on sait que la somme de Cesaro 1
n

∑n
k=1 uk converge vers

ℓ. Dans notre cas, considérons Ω \N l’ensemble des ω ∈ Ω tels que Yn(ω) −→
n→∞

0. Et comme Yn
p.s.−→

n→∞
0, on sait que

IP(N) = 0 (ensemble négligeable). Comme somme de Césaro, on a donc pour tout ω ∈ Ω \N , 1
n

∑n
k=1 Yk(ω) −→

n→∞
0,

ce qui implique:

1

n

n∑
k=1

Yk
p.s.−→

n→∞
0.
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Si X1
L∼ N (0, 1), alors (Y1, . . . , Yn) est un vecteur gaussien et

(
1
n

∑n
k=1 Yk

)
n
est une suite de v.a. gaussienne. On en

déduit donc du calcul effectué plus haut que

1

n

n∑
k=1

Yk
L∼ N

(
0 , var

( 1
n

n∑
k=1

Yk

))
=⇒

√
n

2 ln(n)

1

n

n∑
k=1

Yk
L−→

n→∞
N (0, 1).

6. (**) Appliquer le théorème limite central à une suite de v.a.i.i.d. de loi de Poisson de paramètre 1
pour trouver la limite de la suite

un = e−n
n∑

k=0

nk

k!
.

Proof. On sait que si les Xk sont des v.a.i.i.d. de loi de Poisson de paramètre 1, alors
∑n

k=1 Xk suit une loi de Poisson
de paramètre n. Donc

un = e−n
n∑

k=0

nk

k!
= IP

( n∑
k=1

Xk ≤ n
)
= IP

( 1
n

n∑
k=1

Xk − 1 ≤ 0
)
.

Mais si on applique le TLC à (Xk) ce qui est possible puisque les Xk sont des v.a.i.i.d. de variance 1, alors:

√
n
( 1
n

n∑
k=1

Xk − 1
)

L−→
n→∞

N (0, 1).

De ceci on en déduit que un −→
n→∞

IP
(
N (0, 1) ≤ 0

)
= 1/2.

7. (***) Soit (Xn)n une suite de v.a.i.i.d. centrées de variance commune 1. Soit (ai,n)1≤i≤n, n∈N une
famille de réels telle que

∑n
i=1 a

2
i,n = 1 pour tout n ∈ N∗. On va montrer que si max1≤i≤n |ai,n| −→

n→∞
0,

alors la suite des (Sn) telle que Sn =
∑n

i=1 ai,nXi converge en loi vers la loi N (0, 1).

(a) Montrer que si (zj) et (z′j) sont deux familles de nombres complexes tels que |zj | ≤ 1 et |z′j | ≤ 1
pour tout j, alors ∣∣∣ n∏

j=1

zj −
n∏

j=1

z′j

∣∣∣ ≤ n∑
j=1

|zj − z′j |.

(b) Déterminer la fonction caractéristique de Sn. En déduire sa limite en utilisant l’inégalité précédente.

Proof. (a) Par récurrence sur n, montrons que∣∣∣ n∏
j=1

zj −
n∏

j=1

z′j

∣∣∣ ≤ n∑
j=1

|zj − z′j |.

En effet, la relation est clairement vraie pour n = 1. Si elle est vraie au rang n alors par inégalité triangulaire,∣∣∣ n+1∏
j=1

zj −
n+1∏
j=1

z′j

∣∣∣ =
∣∣∣zn+1

n∏
j=1

zj − z′n+1

n∏
j=1

z′j

∣∣∣
≤

∣∣∣(zn+1 − z′n+1)

n∏
j=1

zj

∣∣∣+ ∣∣∣z′n+1

( n∏
j=1

zj −
n∏

j=1

z′j

)∣∣∣
≤

∣∣zn+1 − z′n+1

∣∣+ ∣∣∣ n∏
j=1

zj −
n∏

j=1

z′j

∣∣∣ ≤ n+1∑
j=1

|zj − z′j |.

La relation est donc vraie au rang n+ 1.

(b) Considérons la fonction caractéristique de Sn et montrons qu’elle converge vers celle d’une loi N (0, 1).
Soit u ∈ R. Alors ϕSn(u) = IE

[
ei u Sn

]
=
∏n

k=1 IE
[
ei u ak,nXk

]
en utilisant l’indépendance des Xk. Comme par

hypothèse max1≤i≤n |ai,n| −→
n→∞

0, alors pour tout k ∈ {1, . . . , n}, on peut utiliser un développement de Taylor

d’ordre 2 en 0 de chaque fonction caractéristique ϕXk (u ak,n) = IE
[
ei u ak,nXk

]
et on obtient avec les εk,n tels que

max1≤k≤n |εk,n| −→
n→∞

0,

ϕXk (u ak,n) = ϕXk (0) + ϕ′
Xk

(0)u ak,n +
1

2
ϕ′′
Xk

(0)u2 a2
k,n + o

(
u2 a2

k,n

)
= 1− 1

2
u2 a2

k,n + εk,n
(
u2 a2

k,n

)
,
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car ϕ′
Xk

(0) = i IE[Xk] = 0 et ϕ′′
Xk

(0) = −IE[X2
k ] = −1. En utilisant l’inégalité, comme pour n suffisamment grand∣∣∣1− 1

2
u2 a2

k,n

∣∣∣ ≤ 1 pour tout k ∈ {1, . . . , n} du fait que max1≤k≤n |ak,n| −→
n→∞

0, ceci entrâıne que

∣∣∣ϕSn(u)−
n∏

k=1

(
1− 1

2
u2 a2

k,n

)∣∣∣ ≤
n∑

k=1

∣∣εk,n∣∣u2 a2
k,n

≤ u2 max
1≤k≤n

|εk,n|
n∑

k=1

a2
k,n

≤ u2 max
1≤k≤n

|εk,n| −→
n→∞

0.

Pour n suffisamment grand, on a avec le développement de Taylor de la fonction log et max1≤k≤n |ε′k,n| −→
n→∞

0,

log
( n∏

k=1

(
1− 1

2
u2 a2

k,n

))
=

n∑
k=1

log
(
1− 1

2
u2 a2

k,n

)
=

n∑
k=1

(
− 1

2
u2 a2

k,n(1 + ε′k,n)
)

−→
n→∞

− 1

2
u2.

De ceci on en déduit que
∏n

k=1

(
1− 1

2
u2 a2

k,n

)
−→
n→∞

e−u2/2 et de même ϕSn(u) −→
n→∞

e−u2/2 qui est la fonction

caractéristique d’une loi N (0, 1).

8. (**) Soit (Xn)n une suite de v.a.i.i.d. centrées de variance commune σ2 > 0.

(a) Rappeler la limite en loi de Sn telle que Sn =
1

σ
√
n

n∑
j=1

Xj .

(b) Décomposer la variable S2n en fonction de Sn et d’une variable aléatoire S′
n indépendante de Sn

et de même loi.

(c) En raisonnant par l’absurde, montrer que Sn ne converge pas en probabilité (on pourra montrer
que si c’était le cas, S′

n convergerait aussi en probabilité et étudier sa limite).

Proof. (a) Le TLC peut pleinement s’appliquer et on a Sn =
1

σ
√
n

n∑
j=1

Xj =
√
n
1

σ

(
Xn − 0big)

L−→
n→∞

N (0, 1).

(b) On a 1
σ

∑n
j=1 Xj =

√
nSn, donc 1

σ

∑2n
j=1 Xj =

√
nSn + 1

σ

∑2n
j=n+1 Xj =

√
2nS2n. On en déduit donc que

S2n = 1√
2
Sn + S′

n avec S′
n = 1

σ
√

2n

∑2n
j=n+1 Xj . Il est clair que comme les Xi sont indépendantes, alors

1√
2
Sn et

S′
n sont indépendantes. Et comme les Xi ont toutes même loi,

∑n
j=1 Xj

L∼
∑2n

j=n+1 Xj , donc
1√
2
Sn

L∼ S′
n.

(c) Comme Sn
L−→

n→∞
N (0, 1), il est clair que si Sn converge en probabilité, ce ne peut être que vers une variable

aléatoire S∞ qui suit une loiN (0, 1). Supposons que Sn
P−→

n→+∞
S∞. Alors 1√

2
Sn

P−→
n→+∞

1√
2
S∞ et S2n

P−→
n→+∞

S∞.

Or S′
n = 1√

2
Sn−S2n donc S′

n
P−→

n→+∞

(
1√
2
−1
)
S∞. Mais comme on a supposé que Sn convergeait en probabilités,

on a aussi S′
n

P−→
n→+∞

1√
2
S′
∞ où S′

∞
L∼ S∞ et S′

∞ indépendante de S′
∞. Donc à moins que S∞ = 0, ce qui n’est

pas possible puisque la loi de S∞ est N (0, 1), on ne peut pas avoir ( 1√
2
− 1
)
S∞ = 1√

2
S′
∞, d’où l’impossibilité de

converger en probabilité.


