A

UNIVERSITE PARIS 1

PANTHEON SORBONNE

Unwversité Paris I, Panthéon - Sorbonne

LicENCE M.I.A.S.H.S. TROISIEME ANNEE 2025 — 2026

Feuilles de TD, cours de L3 Statistique 2

JEAN-MARC BARDET (UNIVERSITE PARIS 1, SAMM)

Email: bardet@univ-parisl.fr
Page oueb: https://www.pantheonsorbonne.fr/page-perso/jean-marc.bardet

U.F.R. 27 et Equipe SAMM (Statistique, Analyse et Modélisation Multidisiplinaire)
Université Panthéon-Sorbonne, 90 rue de Tolbiac, 75013 Paris.



Feuille n° 1:

Variables aléatoires

1. (*) Soit I’espace de probabilité (€2, 4,IP) ou 2 = [0, 1], A la tribu borélienne sur €2 et IP la probabilité
uniforme sur [0, 1].

(a) On pose X la variable aléatoire telle que X (w) = 1 — w pour tout w € . Déterminer la loi de
probabilité de X, son espérance et sa variance.

(b) Répondre aux mémes questions pour Y (w) = — In(w).

(¢) On pose Z(w) = w pour w € [0.5,1] et Z(w) = 0 pour w € [0,0.5[. Déterminer la fonction de
répartition de Z, son espérance et sa variance.

Proof. (a) Lavariable X est & valeurs dans [0, 1] car 1 —w € [0, 1] pour tout w € [0, 1]. Donc pour z < 0, Fx(x) = 0 et

pour z >, Fx(z) =1. Pourz € [0,1],ona{X <z} ={we[0,1], 1-w<z}={we0,1], -z <w}=[1-z1]

Or IP([1 — z,1]) = z car IP mesure la longueur de l'intervalle, d’'ott Fx(xz) = . La loi de X est donc celle d’une
variable uniforme sur [0, 1], d’ott IE[X] = 1/2 et var(X) = 1/12.

(b) La variable Y est & valeurs dans [0, +oo[ car In(w) < 0 pour tout w € [0, 1]. Donc pour y < 0, Fy(y) = 0. Pour

y>0,ona{Y <yt={wel0l], —Inw) <y}={we(0,1], e?<w}=[Y1. OrP(e¥1])=1—e"Y

car IP mesure la longueur de lintervalle, d’ott Fy (y) =1 —e™¥: Y suit la loi exponentielle £(1), donc E[Y] =1

et var(Y) = 1.
(¢) Les valeurs prises par Z sont {0} U [0.5,1]. Ainsi, pour z < 0 alors Fz(z) = 0, et pour z > 1, Fz(z) = 1
Si z € [0,0.5], Fz(2) = IP(Z = 0) = IP([0,0.5]) = 0.5. Siz € [0.5,1], Fz(z) = 05+ P05 < Z < z) =

0.5 +1P([0.5,2]) = 0.5+ (2 — 0.5) = 2.
1
B(Z) = [io,1/2 00w+ [y gy wdw =0+ [0?/2], , = 3/8.

1 5
Et B[Z%] = [, 5 0dw + [iy )55 & dw = 0+ [w®/3] 12 = T/24, d'olt var(Z) = 7/24 — 9/64 = 29/192 ~ 0.151.

2. (*) Sur (2, A,IP) un espace probabilisé, on considére une v.a. réelle positive X de fonction de
répartition Fx. Déterminer dans les 2 cas suivants ’espérance et la variance de X:

1

Fx(t) = 5 (e'Mj_ oo of(t) + (2 — e Mg oo (1)) 5
1 3
Fx(t) = 1 (t + 2)I_y oup,2[(t) + 1 Mo 47 (t) + Mo oo (F)-

Proof. Dans le premier cas, la fonction de répartition est continue et dérivable sur R*: la v.a. est donc continue et sa
densité est fx(z) = %efm pour z € R: loi de Laplace. On alors IE[X] = 0 et var(X) = 2.

Dans le second cas, il y a 2 sauts: en —1 avec un saut de hauteur de 1/4 et en 0 avec un saut de hauteur 1/4. La mesure
de probabilité de X peut donc s’écrire:

1 1
]P(X S B) = 1 (5{,1}(3) + 5{0}(3)) + 1 /B ]I[fl,O[u[l,Q[(t) dt pour B € B(R)

Dot E[X]=1(-1+0-1/2+3/2) =0et var(X) = E[X*| = 1 (1+ 0+ [° ?dt + [[2dt) = 1(1+ 3) = 1. O

3. (*) Soit une variable aléatoire X sur ’espace de probabilité (€2, .4,IP). On suppose que loi de X est
symétrique, c’est-a-dire que la loi de X est la méme que celle de —X.

(a) Montrer que IP(X <0) >1/2 et IP(X < 0) <1/2. Conclusion?
(b) Montrer que si IE(|X|) < oo alors IE(X) = 0.

Proof. (a) On a d’apres la formule des probabilités totales IP(X > 0) + P(X < 0) + P(X = 0) = 1. De plus
P(X > 0) =IP(—X < 0) = P(X < 0) puisque X et —X ont méme loi, donc méme fonction de répartition.
Dot IP(X > 0) + IP(X < 0) = 2IP(X < 0). Par suite, 2IP(X > 0) = 1 — IP(X = 0), d’ott P(X > 0) < 1/2.
Or, la formule des probabilités totales donne également IP(X < 0) =1 — IP(X > 0) et ainsi IP(X < 0) > 1/2.
IP(X < 0) < 1/2 en découle également.



(b)

On va traiter les 2 cas de v.a. Si X est une v.a. discréte & valeurs dans I = (z;);cs. Comme X et —X ont méme
loi, forcément quand z; € I, alors —z; € [ et P(X = z;) = P(X = —z;). Or E(X) =}, z; P(X = z;) =
e, ;50T P(X =a5) + > e ;<0 T P(X ==z;) 4+ 0+ IP(X = 0). En conséquence

EX]= > (z;P(X=u1;)—2;P(X = —z;)) =0.
j€J, ;>0
Pour une v.a. continue, Fx(z) =P(X <z)=1-IP(X >z)=1-1P(—X < —z) =1 — Fx(—z) car la variable
est continue. Donc en tout z ot Fx est dérivable, Fx(z) = 0 — (Fx(—z)) = Fx(—x), dou fx(z) = fx(—x): la
densité est une fonction paire. Donc E[X] = [%_z fx(z)dz = 0 car la fonction © — z fx (2) est impaire.

O

4. (**) Sur (9, A, ) un espace probabilisé, on considére une v.a. réelle positive X de fonction de
répartition Fx. Montrer, en utilisant Fubini, que pour n € IN* :

E[X"] = /Ooontnl(l — Fx(t))dt = /OoontnllP(X > t) dt.

Montrer que ’hypothese X positive est nécessaire.

Proof. Du fait que les fonctions intervenant dans I'intégrale sont mesurables positives, on peut écrire avec Fubini, quitte
a obtenir +oo,

/nt"*llP(X>t)dt = / nt"*l/ dIP x () dt
0 0 ]t,00

[
/ / nt" "t dIPx () dt
0 Jt,o0[

/ / nt" ' dtdlPx(z) en réécrivant le domaine d’intégration
0 [0,z

/0 2" dPx(z) = E|X"].

Sin =1 et X peut étre négative, alors on peut avoir IE[X] < 0 ce qui n’est pas possible avec une telle formule. O

5. (***) Soit X une v.a. réelle normale centrée réduite. Soit la v.a. Y = eX. On dit que Y suit une loi
log-normale.

(a)

(b)
(c)

Proof. (a) 1l est clair que Y : Q —]

Montrer que Y & une mesure de probabilité absolument continue par rapport a la mesure de

1 1 _p2
Vary©
Pour a € [—1,1], soit Y, la v.a. de densité f,(y) = fy(y)(1 + asin(27ln(y)) pour y > 0 et 0
sinon. Montrer que f, est bien une densité de probabilité.

Lebesgue de densité fy(y) = ®)/2 i 2 > 0 et 0 sinon.

Montrer que Y et Y, ont mémes moments, et en déduire que les moments ne caractérisent pas
une loi de probabilité continue.

0,00[ et Y v.a. car ¢ € R — e” est une fonction continue donc mesurable
(borélienne). Donc pour y < 0, Fy(y) = 0. Et pour y > 0,

In(y)  ,
Fy(y) =P(Y <y) = P(X <In(y)) = \/% 1 2

I est clair que pour tout i > 0 cette fonction est dérivable (donc continue) et sa limite en 0" est 0: Fy est continue
sur R et dérivable partout sauf en 0, donc Y est une v.a. continue.

Sa dérivée, donc sa densité, sur | — 0o, 0[ est 0 et pour y > 0,
0 1 1 —In2(y)/2
) = 5 (Fxnu) - Fx(-o0)) = 1 fx(n() = e

Pour tout a € [—1, 1], il est clair que f.(y) est mesurable positive, et son intégrale existe car fo < (1+ |a|)fy. De
plus,

/Ooo Fuly) dy = /OOO Fr(y)dy+a /Ooo Fy(y) sin(2r In(y))dy = 1+ a /: ¢ fy (¢") sin(2r z) da.

Mais e® fy (e®) = \/% e~**/2 fonction paire sur R, donc €® fy (e®) sin(27 z) est une fonction impaire intégrable,
donc son intégrale sur R est nulle. On en déduit que fooo fa(y)dy = 1 pour tout a € [—1,1].



(c) Sion calcule IE[Y,"] (qui existe car IE[Y "] existe) alors:

i n i n i n . n 1 e n— x —x 3
/ y" fa(y)dy = / y" fy(y) dy+a / y" fy (y) sin(27 In(y)) dy = E[Y"]+a NeT ez oo /2 sin(27 z) dz.
0 0 0 T Joo

(n—1)z—x2/2

Mais e = e~ (D2 —(=2=(n=1)?/2 py, changement de variable, on obtient

* (n-lyz —a?/2 . —n-122 [T —@—(n-1))%/2 _.
/ e e sin(2rz)dr =e / e sin(2m z) dx

= ¢~ (nD)?/2 / e~ /2 sin(2r (2 + (n —1))) dz = e (/2 / e =2 sin(27 z) dz = 0,

par parité. Donc IE[Y;'] = IE[Y"] pour tout n > 0 et tout @ € [—1,1]: les moments ne caractérise pas la loi,
puisque clairement Y, et Y n’ont pas la méme loi si a # 0.

O

6. (*) Soit X Le (A) loi exponentielle de parametre A > 0. Quelle est la loi de Y = [X + 1]7 (partie
entiere de X + 1)

Proof. Y prend ses valeurs dans N* et P(Y = k) = P(k< X +1<k+1) = Fx(k) — Fx(k—1), donc P(Y = k)=
(1—eF)—(1—e M) = (l—efk)e”‘(kfl). Ainsi P(Y = k) = (1 - efk)(e*)‘)k_l pour k>1: Y & G(1- eiA): loi

géométrique. O

7. (**) Soit U une variable aléatoire uniforme sur [0,1]. Soit X une variable de fonction de répartition
Fx que l'on supposera strictement croissante et dérivable sur R.

(a) Montrer Fx est une fonction admettant une application réciproque sur ]0, 1], notée Fi'.
(b) Démontrer que la loi de la variable Fy'(U) est la méme que celle de X.

(c) A partir de la touche RAND d’une calculatrice, comment obtenir une réalisation d’une variable
aléatoire de loi exponentielle de parametre 37

(d) Méme question si Fiy(x) = arctan(z)/7 + 1/2. Quelle est alors 'espérance de Fy'(U)?

Proof. (a) Si Fx est strictement croissante et dérivable, donc continue, alors comme lim;__o Fx(z) = 0 et
lim; 00 Fx(z) = 1, on en déduit que Fx : Rg|0,1[. De plus, pour tout y €]0,1[, s’il existe x < z’ tel que
Fx(z) = Fx (m’) = y alors Fx ne serait pas strictement croissante: Fx est bien bijective, et admet une fonction
réciproque Fy' sur ]0, 1.

(b) Comme Fx est dérivable et strictement croissante, sa dérivée ne s’annule pas, donc F;l est dérivable et strictement
croissante sur |0, 1[, donc continue: Fi'(U) est bien une variable aléatoire sur (£, A, IP) qui prend ses valeurs dans
R. On a pour tout = € R, en utiliant le fait que Fx (Fx'(U)) = U et Fx strictement croissante,

P(Fx'(U) <z)=IPU < Fx(z)) = Fy(Fx(x)) = Fx () car Fy(u) = u pour tout u € [0, 1].

La v.a. F;l(U) a donc méme fonction de répartition que X, ces deux v.a. ont donc méme loi.

(c) On sait que la touche RAND fournit une réalisation d’une v.a. uniforme sur [0,1]. Pour obtenir une réalisation
d’une v.a. exponentielle de parametre, il faudra donc calculer V = F3'(U). Or Fx(z) = 1 — e 3%, d’ou
z = —In(1 — Fx(z))/3 et on en déduit que V = —1In(1 — U)/3 (attention, la fonction Fx ici n’est pas stricto
sensu strictement croissante sur R: il faut reprendre ce qui a été fait en a/ et en b/ en considérant cette fonction
uniquement sur |0, oo[ ol les hypothéses sont alors bien vérifiées).

(d) Si Fx(z) = arctan(z)/7 4 1/2 alors z = 7 tan(Fx (x) — 1/2) soit W = Fx'(U) = 7 tan(U — 1/2).
La densité de X est m, c’est une v.a. qui suit une loi de Cauchy. On a alors IE[W] = E[X] = [ P g

Mais cette intégrale n’existe pas car:

dz.

R Y R S .
Bixi= [ w2 [T L Aty = e



8. (*) Calculer la fonction génératrice d’'une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre
p. De méme pour celle d’une loi de Poisson de parametre A. En déduire que la somme de 2 v.a.
indépendantes de lois de Poisson de parametres \; et Ay est une loi de Poisson. En est-il de méme
pour la loi géométrique?

Proof. Si X v.a. de loi géométrique de parametre p alors pour z € [—1,1],

9(z) =Bl =3 =p) o =pz Y (1 -p)" =pz D (z(1-p) =
k=1 k=1 k=0 1 (1 p)Z

Si X v.a. de loi de Poisson de parameétre A alors pour z € [—1,1],

e e A
g(z) =Elz¥] =e Aszﬁze A
k=0

(2
—
©

>
=z
Il
®
>
o)
n
>

_ e(zfl) )\.

bl

o

Si X1 et X5 sont deux v.a. indépendantes de lois de Poisson de parametres A; et A2, alors par indépendance

]E|ZX1+X2] — IE[ZXI] ]E[ZXZ} — (FD A1 [G=D A2 _ (=1 (A+A2)

qui caractérise la loi de Poisson de parametre A1 + Aa.
Par le méme raisonnement, si X; et X2 sont deux v.a. indépendantes de lois géométriques de parametres p1 et pa,

]E|ZX1+X2] _ p1z b2z _ P1p2 2
1-A=p)z1-(1=-p)z (1-Q0—=p1)2)1—(1—-p2)z)
qui ne peut clairement pas étre simplifié pour faire apparaitre la fonction génératrice d’une loi géométrique. O

9. (*) Calculer la fonction caractéristique d’une variable aléatoire : a/ gaussienne, b/ de Poisson, ¢/
exponentielle, d/ uniforme, e/ gamma, f/ binomiale. En déduire que la somme de 2 v.a. gaussiennes
indépendantes est gaussienne.

Proof. a/ Pour X A N(m, ), on peut toujours écrire que X £ m+oZ avec Z & N(0,1). On a alors ¢x(u) =

]E[eiu(erUZ)] - e““”qsz(gu). Mais:

1 <y 2 1 o 1 X 2 2
_ tux—x/2 _ -5 ((zfzu)+u ) __—u/2
U) = — e dr = — e 2 der =e ,
¢z(v) vam /700 V2w /,Oo

12,2

apres changement de variable y = & — ju. D’olt ¢x(u) =e 27 » Tium,

b/ Si X £ P(A), alors pour v € R,

NN -
dx(u)=e AZ%/\ke P=e>
k=0 k=0

c/ Si X L E(N), alors pour u € R,

: k _ iu iu71
()\ezu) —¢ >\6>\e :e)\(e ).

x>~

o _ . A _ . oo A
_ Aztiuz _ (=At+iuw)z _
¢X(u)_/0 Ae dx_[iu—)\e }o —iu+ N\
d/ Si X L U([a, b]), alors pour u € R™,
1 b iU T 1 A 1 uT b 1 I .
ox(u) = b —a / et dr = = a [ﬁ 2 ]a = TO—au (cos(ub) — cos(ua) + i(sin(ub) — sin(ua)).

e/ Si X A I'(a, B), alors pour v € R,

_ ﬁa > a—1 —Bztiux _ Ba e a—1 — _ o —a
ox =gy [, o G e = ()

avec le changement de variable y = (8 — iu)z, soit dy = (8 — iu)dz.
f/ Si X L B(n,p), alors pour u € R,

ox =" ()t -prre =3 (B) (298) =0 (14 298) = (1 p(e - 1),



10.

11.

en utilisant la formule du binome. On aurait pu aussi retrouvzer ce résultat en considérant que la loi de X est celle de
la somme de n variables de Bernoulli de parameétre p indépendantes, ce qui entraine que la fonction caractéristique de
X est celle d’'une Bernoulli de parametre p a la puissance n.

Si deux v.a. X et X’ sont gaussiennes de lois N(m, o2) et N(m/, 0/2) sont indépendantes, alors ¢xix/(u) =

L, . 1.2 2, .1 ‘2 2 .. 7 1.2, T2y 2 ’ .
¢X(u) ¢X’(u) par l’lndependancg soit ¢X+X’(u) — e 209 wtium—go TuTtium _ o 5 (040 “)u Jrzu(nH»m)7 soit 1a

loi N(m+m', 0®+02). O

(***) En utilisant la formule d’inversion de la fonction caractéristique pour les v.a. continues,
démontrer que la fonction de caractéristique d'une v.a. de Cauchy de densité f(z) = 7~ 1(1 + 2?)!
sur R est ¢(u) = e vl

Proof. On part de la formule de la densité caractéristique ¢(u) = e~ 1“l. Comme on sait que X est une variable

”continue” et que cette fonction caractéristique est intégrable, on utilise la formule d’inversion:
1 °° ;
fx(x)=— / dx(u)e "““du pour tout z € R.
2T J_ o

Donc pour z € R, fx(z) = 5= [ e~ 1= v T gy On en déduit que:

1 0 L 1 oo L 1 eufiuac 0 efuf'iux foe) 1 1
[ [ L (] ) - e
fx (@) 27r/ ¢ vton ), € ST\ [ eyl B o) e py ey PR Rl g

—o0

Par unicité de la fonction caractéristique, on en déduit que celle-ci est bien celle d’une loi de Cauchy. O

(**) Soit X une variable aléatoire réelle intégrable telle que IE[X] > 0.

(a) Montrer que pour tout A > 0, X <AE[X] + X T x-\gx)-
(b) On suppose que, de plus, 0 < IE[X?] < 4+00. Montrer que

(E[X Txoamxy])? < EX2P(X > AE[X]).

(c) Montrer que pour tout A €]0, 1] on a I'Inégalité de Paley-Zygmund:

o B[X]?
E[X2]’

P(X > AE[X]) > (1-))

Proof. (a) Si X > AIE[X] alors le terme de droite vaut X, donc l'inégalité est vérifiée. Si X < AIE[X], alors
AE[X] + X I xsamx)y = AE[X]. Mais comme cela a lieu pour X < MIE[X], 'inégalité est bien vérifiée. Elle
I’est donc dans tous les cas.

(b) On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que
B[ w0 = Bloo e ] =P(X > AB[X]).

(c) Grace a la premiere question, X — AE[X] < X T;x- m(x]}- En prenant espérance on obtient donc que (1 —
N E[X] < E[X Iixsagx)}]. Comme E[X] >0 et A € [0,1], alors (1 — A)IE[X] > 0. Donc

2

(1-N? (BIX]))* < (BIX Lixsamixp])”

Le résultat final est alors obtenu grace a celui de la deuxiéme question.



Feuille n° 2:

Vecteurs aléatoires

1. (*) Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires & valeurs dans R? dont la loi a pour densité par
rapport & la mesure de Lebesgue sur R?,

2 . 2
f(X,Y) (z,y) = - e w1ty )]I{:c,yZO}'

(a) Vérifier que f(x,y) est bien une densité.

(b) Déterminer les lois de X et de Y. Les variables X et Y sont-elles indépendantes?

Proof. (a) En premier lieu, f(x,y) est borélienne positive. Ensuite, en utilisant Fubini (les fonctions sont positives):

2 oo e—z(1+y2) o 2 Rl 1
ey =2 [ [~ ] dzf/ b oay=
/R2f(X,Y)(33 y) dz dy 7r/0 T+42 lo vy== o 1492 y

(b) On a
fx(z) = / foxwy(z,y)d =% /meizdey: 2e 006722/26&: ¢ Vor == ’ siz >0
0 7vV2z Jo T2z N
= siz <0
2 1 .
fr(y) = / f(Xy)iry ;1+y2 siy>0
= siy <O0.

Il est clair que les 2 variables ne sont pas indépendantes car fx(z) fv (y) # fix,v)(z,y).

2. (*) Soient X; et X9 deux v.a. indépendantes de méme loi uniforme sur [0, 1].

(a) Déterminer les fonctions de répartition des v.a. U = min{X1, Xo} et V = max{X;, X2}, et en
déduire les densités de probabilité de U et V.

(b) Calculer cov(U, V). Les variables U et V sont-elles indépendantes?
(¢) Que vaut IE[| X — X,|]?

Proof. (a) On a Fy(v) =0 pour v ¢ [0,1]. Si v € [0,1], alors Fy(v) = IP(X; < vN X2 < v) = v? par indépendance
de X; et X2. Comme c’est une fonction continue sur R et dérivable par morceaux, alors V' admet une densité et
fv (U) =2 UH1)€[0,1]~
De méme, P(U < u) =1 -PU >u) = P(X1 >unXz >u) =1— (1 —u)? pour u € [0,1]. D’out fu(u) =
2 (1 — u) ]Iue[() 1]+

(b) On a E[U] _2f0 (1 —u)du = [u® — 2u®]p = % et
IE[X,]E[X:] = ; par indépendance. D’ou cov(U, V)

Les variables ne sont pas indépendantes car cov(U, V) # 0.
]

(c) N est clair que E[| X1 — X»|] = E[V — U] = E[V] — E[U

2 [ v?dv = [20°)} = 2. Bt E[UV] = E[X1Xs] =
_ 1

oo ||

36"

O

3. (**) On considere X = (X1, X3) un vecteur aléatoire & valeurs dans IR?. On suppose que X est
absolument continue, c’est-a-dire que la mesure de probabilité de X est absolument continue par
rapport & la mesure de Lebesgue Ay sur IR2.

(a) Montrer alors que la loi de X; admet une densité f; par rapport a la mesure de Lebegue A\ sur
IR, que 'on exprimera en fonction de f.



(b) Calculer f et fo pour f telle que :

e sixy >axe >0

Fl1,22) = { 0  sinon.

A-t-on f(z1,x2) = f1(x1)f2(x2) pour Xo-presque tout (x1,z2) € IR?? Quelle conclusion en tirer
sur Xq et X97

(¢) On suppose maintenant que X = (X7, X1) ot X; est absolument continue par rapport a A\;. Le
vecteur aléatoire X est-il absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue Ao sur IR%?

Proof. (a) La fonction de répartition de X est, pour = € R,

Fxl(a:):IP(X1§x):/ ) /Rf(:vl,acz)dxzdm:/j (/Rf(:cl,acg)dxg)dacl,

par Fubini. Donc Fx, (z) s'écrit sous la forme [“_ fi(z1)dzy avec fi(z1) = [g f(@1,22)dre. Comme f est
borélienne positive, f1 l'est également. Donc la loi de X7 est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R, et sa densité est fi.

(b) On a:
@1
fl (xl) = / 6_11 dl’z HIlZO = T1 e_zlﬂzlzo 101 F(2, 1)
0
fa(z2) = / e 1 dr Ipy>0 = ¢ yy>o  loi £(1)
@2

11 est clair que f(z1,x2) # f1(z1) f2(x2), donc les variables X1 et X2 ne sont pas indépendantes.

(c) Ona X € D= {(x,y) € R?, y = x} bissectrice du plan. Donc I’ensemble des valeurs prises par X est un ensemble
D de R? de mesure de Lebesgue A2(D) = 0: le vecteur aléatoire X n’est pas absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue Ao sur IR%, mais il ’est par rapport & la mesure de Lebesgue sur D.

O

4. (**) Soit L une v.a. positive admettant une densité de probabilité f et X une v.a. de loi uniforme
sur [0,1] indépendante de L. On définit deux v.a. Ly et Ly par Ly = XL et Ly = (1 — X)L
(cela représente par exemple la rupture aléatoire en 2 morceaux de longueurs L et Lo d’une certaine
molécule de longueur initiale (aléatoire) L).

(a) Déterminer la loi du couple (L1, Lo), ainsi que les lois marginales de L et Lo.
(b) Que peut-on dire du couple (L1, La) lorsque f(y) = Ui joo((y) A2ye™Y (A > 0)?
(c) Déterminer la loi de Z = min{Lq, Lo}.

Proof. (a) Soit g: R®> — Ry mesurable. Alors
Elg(L1, L2)] = Elg(X L, (1 - X) L)] = E[h(X, L)),
ou h(x, ) = g(zl, (1 — z)f).

Le but est de trouver une formule du type

E[g(L1, L2)] :/ g(x1,22) f(Ly,10) (21, B2)dx1d>.
R2

Si on prend g = Il avec C' € B(R?), cela nous fournira une densité du couple (L1, L2). Ou, si par exemple,
g(li,12) = I 21 (11)1)— s,y (I2), On trouvera que

z v
Elg(Li,L2)] =P(Ly <z, Ly <y) = / / fery,0y) (@1, 2)dz1dxs.

Le but de ce qui suit est trouver une formule explicite pour f(;, r,). On travaille avec une fonction g arbitraire
(c’est juste plus simple & écrire.)
Par théoreme de transfert appliqué au couple (X, L),

IE[g(L1, LQ)] = IE[h(X, L)] = . h(m,()IP(XL)(dx, dg)

Par indépendance de X et L,
]P(X,L) (dx, df) =IPx (dl’) ®RIPr (dﬂ) = ]I[O,l] (x)f(f)dmdé



Donc,

]E[g(L1,L2)]:/R f(zz)(/o h(x,e)dx)de:/ f(e)/o g(wl, (1 — ) 0)dad.

Ry

Soit le changement de variables 1 = 2 ¢, z2 = (1 — x) £. Alors

B = (Seale ),

avec det agg;’;f) = /{ = x1 + x2. Par conséquent,
T+
N N
R2 1+ 22
La densité commune de (L1, L2) est donc
f(@1 + x2)
f(Ll,Lz)(xlaxQ) = 1+ 29 Ly 250

Lois marginales : puisque X ~ 1 — X, clairement, L1 ~ L2 : les deux coordonnées suivent la méme loi. Soit
maintenant g : Ry — R4 une fonction test mesurable.

wig(z0)] = | + ([ stearas) seorae

Changement de variables : £ x = y, avec £ fixé, donc {dx = dy, dx = %dy. Cela donne

wla) = [ 100 [ awana= [ oo ([ 10a)

Ry

ou on a utilisé Fubini. L; possede donc la densité
> f(e
fnt) = [ LBty >0
Yy

(b) Si f(y) = Lo, 4o0[(y)N*ye Y, nous avons
F0)/e= N,

* f(é) — N\ V.

L1 et Lo suivent donc une loi exponentielle de parametre .

et

(¢) min(L1, L2) = min(X,1 — X) L. Donc, avec g : R+ — R une fonction test mesurable,

wio@) = [ 50 ([ smintu1— ) ) a

_ /OOO £(0) (/Oé g(tu)du + /: g(e(1 - u))du) dr.

On fait un changement de variables dans la deuxiéme expression: 1 — u = v, donc v € [0, %] et

1

/: gl (1 —wu))du= /O§ g(lv)dv.

On reconnait la premiére expression... Donc, en posant y = £ u, avec ¢ fixé, dy = £ du,

w2 =2 [ 10 ( / * ew du> w=s [T 10 ( / Uzy(zz)dy) it
:2/0009(3;) </2:O¥d£) dy.

On conclut que pour y > 0,

O

5. (**) On considere un couple indépendant de v.a. (X,Y). On suppose que X admet une densité f
et que Y est une variable discrete qui prend ses valeurs dans {y,,n € I}, I C N ot (yn),; C R.
Montrer que Z = X 4+ Y possede une densité fz et donner sa formule.
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Proof. Puisque Z = X +y, sur {Y =y,}, on a

P(Z < z) Z]P =Yn, X < 2 —Yn) ZIP P(X<z—y,) = ZIP n)Fx (2 — yn)
nel nel nel
=P =) [ i@de= SR =) [ =y
nel had nel

:/OO<Z]P u—yn)> du,

nel

avec le changement de variables u = x + y,, et puis Fubini. Donc, la densité de Z est donnée par

ZP f(z—yn).

nel
O
6. (***) Soit (X1, -+, X,) un échantillon de n v.a.i.i.d. de loi exponentielle de parametre 1.
(a) Montrer que IP(3(4,5) € {1,--- ,n}*i #j,X; = X;) = 0.
(b) On pose Z = minj<;<, X;. Déterminer la loi de Z.
—nt
(c¢) Soit N =min{l <i<n,X; = Z}. Montrer que N est une v.a. et établirque IP(N =k, Z > ) = -
n
pour k=1,--- ,nett>0. En déduire que Z et N sont des v.a. indépendantes et préciser la loi

de N.

Proof.  (a) P(3(i,j) € {1,--- ,n}?*i # 4, Xi = X;) = fD z) f(y) dX2(x,y), ou D est la premiere bissectrice, soit
D = {(z,9) € R?, = = y}. Comme A\2(D) = 0 alors Jp [(@)f(y) dX2(z,y) = 0.

(b) Z prend ses valeurs dans [0, 00[. Pour z < 0, Fz(z = ( < z)=0. Pour z > 0,

Fz(z):l—IP(X1>zﬂ..,ﬂXn>z):1—(/Ooe*zdx)n:1—e*nz.

En conséquence, Z suit une loi exponentielle de parametre n.

(¢) Si N =min{l <i<n,X; = Z}, cela signifie que N est le plus petit indice pour lequel X; atteint son minimum.
Mais les applications X; et Z sont mesurables, donc les applications Y; = illx,—z + nllx,«z également, d’ou
I'application minlSiSn(Yi) également. Donc N est une variable aléatoire.

Deux preuves possibles:

e Par la formule des probabilités totales: 377 IP(N = j,Z > t) = IP(Z > t). Mais par le fait que les v.a. (X;)
sont i.i.d., alors IP(N = j,Z > t) =IP(N =k, Z > t) pour tout j. D’ou nIP(N =k,Z > t) =1P(Z > t), don
le résultat.

e P(N =k,Z > t) = IP(minjz, Xi > Xp, Xi > t). Comme X}, et min,;«; X; sont indépendants, et comme
IP(minjz, X; > xx) = e~ (=D pour xx > 0, on en déduit que:

—nt

P(N=k Z>t)= / e " e TV Gy, =
t

De ceci, on en déduit que P(N =k | Z > t) =TP(N =k N Z > t)/IP(Z > t) = % et ceci pour tout k =1,...,n
et tout ¢ > 0: les deux variables sont indépendantes.
Et IP(N =k, Z >t) = L pour tout k: N suit une loi uniforme sur {1,...,n}.

7. (**) Soient Xj,..., X, des v.a.i.i.d., uniformes sur [0, 1],.

(a) On pose W; = —log(X;). Montrer que W; suit une loi exponentielle de parametre 1.

(b) On rappelle qu'une loi Gamma I'(«, 8) de parametres (p,«) avec a, 3 > 0 est une loi continue

de densité sur R: go
flap) (@) = () 2 e P,

Soient U,V indépendants telles que U £ [(a1,B) et V £ (g, ). Quelle est la loi de U + V7?7

(¢) En déduire la loi de Wi + -« - + W,
(d) Utiliser le résultat précédent pour trouver la loi de [ ; X;.
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Proof. (a) P(W; > z) = IP(—log(X;) > z) = P(log(X;) < —2) = P(X; < ™) = P(X; < e %), car X; possede une
densité. Enfin, IP(X; < e™®) = e, par définition de la loi uniforme. Donc IP(W; < z) =1 — e~ ": on reconnait
la fonction de répartition d’une loi exponentielle de parameétre 1.

(b) On montre en utilisant la fonction caractéristique que la somme de deux v.a. indépendantes Zi et Z» de lois
I'(a1, B) et T'(aq, B), respectives, suit encore une loi Gamma: I'(a; 4+ a2, 8). En effet, la fonction caractéristique

d’une loi '(a, B) est ¢(u) = (1—i §)". Dol ¢z, 42, (u) = bz, (u) bz, (u) = (1—i 5)™" (1-i§)™* = (1—i%)“1+”‘2
en utilisant I'indépendance entre Z; et Zs.

(¢) Puisque la loi exponentielle de parameétre § est une I'(1, 8), nous avons donc que Wi £ I'(1,1) et donc W1 +

Wat -+ Wn & T(n,1).

(d) Soit Y = Wy +Ws +---+ W, < I'(n,1). Donc, pour z € (0,1),

P(X;-Xo-...- X, <z) =P <z)=IP-Y <logz) = P(Y > —logz) = 1 — Fy(—logz),

avec Fy la fonction de répartition de Y. La densité de X; - Xz - ... X,, est donc donnée par

1
p fn,1y (= log z) Tze (0,1,
avec f(,,1) la densité de la loi I'(n, 1).

O

8. (**) Soient X et Y deux variables aléatoires exponentielles indépendantes de parametres o > 0 et
B >0. Onpose S=min(X,Y)et T =|X-Y]|.

(a) Calculer IP(S >a,T>0,X >Y)etP(S>a,T>0X<Y).
(b) En déduire IP(X < Y), la loi de S, et la loi de T'.

Proof. (a) Choisissons a et b des réels positifs (les autres cas ne sont pas informatifs). Alors

]P(S>a,T>b,X>Y):]P(Y>a,X—Y>b):/ 56—“/ ae ““drdy
a b+y

o —ab—(a+t
:/ ﬂe,a(ber),gydy: Be @ (a+B)a

a+
ae—Bb—(atB)a
Par symmétrie, P(S > a, T >0, X <Y)= ————
a+f
ae—Bb—(a+B)a
(b) 11 suffit de choisir a = b = 0 pour en déduire IP(X <Y) = A
@
Par ailleurs, on choisissant b = 0, on a
—(a+B)a —(at+p)a
P(S>a)=P(S>a,X <Y)+P(S>aX<Y)=bLE 4o _ e tBa

a+f a+p

donc S suit une loi exponentielle de parametre a + f.
Pour la loi de T, on fixe a = 0 et
Be b  aqe Pt Be b f e PP

]P(T>b):]P(T>b,X<Y)+IP(T>b,X<Y):a+5+a+ﬁ: P

On en déduit que la densité de T est ap
a+f

(efcm: + 67636) szo.

9. (**) Soit (X1, X2, X3) vecteur aléatoire centré de matrice de covariance
21 3
A=11 5 6
3 6 9

(a) Calculer la variance de X3 — a1 X] — aa Xo.

(b) En déduire que X3 est une combinaison linéaire de X; et Xy p.s.
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(¢) Plus généralement, pour un vecteur aléatoire Y de matrice de covariance I', donner une condition
nécessaire et suffisante sur I' pour que 'une des composantes de Y soit une fonction affine des
autres composantes de Y p.s.

(d) Soit maintenant Z un vecteur aléatoire & valeurs dans R?, d > 1. Supposons que Z admette une
densité f par rapport & la mesure de Lebesgue sur R%. Soit 2 € R un vecteur non-nul. Montrer
qu’alors la v.a. U = 'z Z a une densité sur R.

(e) SiY est un vecteur aléatoire de matrice de covariance non-inversible, peut-il avoir une densité?

PT’OOf. (a) On avar(X3 — a1 X1 — aeX2) = cov((—ozl, —Qa, l)X) = (—a1,—a2,1) At(—al, —az2,1), donc var(Xs —
a1 X1 — azXz) = 20(% + 50[% +201 09 — 61 — 122 + 9.

(b) On peut calculer le déterminant de la matrice A, et on montre que det(4) = 0. Donc 0 est valeur propre. On
peut alors déterminer le sous-espace propre associé a 0. Cela revient a résoudre le systéme:

Y

{2m+y+3z = 0
_y.

T
z+ 5y + 62 0 { z

Le sous-espace, qui est de dimension 1 est donc généré par le vecteur (1,1, —1). On en déduit qu’en choisissant
a1 = az = 1 alors var(Xs — a1 X1 — a2 X2) =0, soit X3 = X1 + X2 p.s.

(c) Il est clair que cette CNS est ”la matrice de covariance admet 0 comme valeur propre” (ou bien son déterminant

est nul).
(d) Comme z est un vecteur non nul, on peut alors considérer (f2,..., fq4) famille orthonormée de d — 1 vecteurs de

R? telle que (H%H’ fa, ..., fa) soit une base orthonormale de R? (on a ||z|| > 0 car = non nul). Ainsi, pour u € R,

on a

T ¢ x ¢
IP(Ugu):/ f((txz)w+z<fj,z>fj)d)\d(z):/ f(z;m+2z;fj)dz;...dz;
toa<u — o2} <u —
j=2 1 Jj=2

d
T
:/ZiS ) (/Rdlf(21|x|+;?«’;fj) dZé...dZ/d)dzi

(K]

aprés un changement de variable de déterminant = 1 (changement d’une base orthonormale & une autre base
orthonormale) et en utilisant Fubini. si 'on note

d
’ ;X ’ ’ ’
fz(Zl) —/Rdlf(21||x||+j2=22jfj) dZQ...dZd

on a pu écrire Fiy sous la forme [T21 f,(21)dz} = Szl fz(t/[z]) dt, ot fu est une fonction positive mesurable,
donc U est une variable continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

(e) On montre que Y a une densité sur le sous-espace vectoriel de R? constitué par la somme directe des sous-espaces
propres des valeurs propres non nulles de la matrice de coviance.

O
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Feuille n° 3:

Vecteurs gaussiens

1. (*) Soit X = (X1, X2, X3) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance
310
I'=1 120
0 01

(a) Quelle est la loi de X3 et celle de (X7, X2) et que peut-on dire de ces 2 vecteurs aléatoires?
(b) Déterminer la densité de la loi de (X7, X, X3).
(¢) Quelle est la loi de (X7 — Xo, X3 — X7)?

Proof. (a) X3 =AX avec A="(0,0,1) est donc une variable gaussienne comme combinaison linéaire issue de X et
E[X3] = AE[X] =0, var(X3) = Acov(X)*A = 1. Donc X3 L N(0,1).

1 0 O . . 0 3 1
01 0 ) Donc le vecteur (X1, X») est gaussien de loi N(( 0 ), ( 1 9 ))

(X1, X2) et X3 sont deux vecteurs issus du méme vecteur gaussien. De plus, pour tous (a1, a2) € R?, cov(Xs,a1 X1+
a2X2) = aicov(Xs, X1) + azcov(Xs, X2) = 0 d’aprés la matrice de covariance. Donc (X1, X2) et X3 sont
indépendants.

(X1,X2) =BX avec B= (

(b) La densité de la loi de (X1, X2, X3) est directement donnée par le cours:

1 1 _
fz1,z2,x3) = — = (1,22, 23) ”(5017562,13))

(27)3/2 /det (D) exp (=

t($1,$2,$3)

S W =
S} Sl e R ]

(C) 7 = (Xl 7X2,X3 *X1) = BX avec B = (
matrice de variance covariance est:

cov(Z) = Beov(X)'B = ( Lo >

O

2. (**) Soit X une v.a. réelle normale centrée réduite et soit Y une v.a. indépendante de X, & valeurs
dans {—1,1} telle que IP(Y = 1) = 0.5. On considére la v.a. Z=XY.

(a) Déterminer la mesure de probabilité de Z.
(b) Déterminer cov(X, Z). Les variables X et Z sont-elles indépendantes?

(c) Déterminer la mesure de probabilité de X + Z. En déduire que la somme de 2 variables gaussi-
ennes non-corrélées peut ne pas étre gaussienne.

Proof. (a) Pour tout 2 € R,onalP(Z < 2) =P(Z <2nNY =1)+P(Z < 2NY = —1) par la formule des
probabilités totales. D’'ot IP(Z < 2) =P(Z <z |Y =1D)P(Y =1)+P(Z<2|Y =-1)P(Y =-1)= 3 (P(X <
z) +IP(—X < z)) car X et Y sont indépendantes. Or IP(—X < z) = IP(X < z) car X a une loi symmétrique,

donc IP(Z < 2) =P(X < 2): Z & N(0,1).

(b) cov(X,Z) =E[X Z] = E[Y X?] = E[Y]IE[X?] =0 car Y est indépendante de X et du fait que IE[Y] = 0.
X et Y ne sont pas indépendantes car IP(|X| < 1) > 0, IP(|Z] > 1) > 0 et P(|X| < 1N |Z]| > 1) = 0, donc
P(X|<1nl|Z|>1) #P(X| < 1)P(|Z] > 1).

(c) OnaX+Z=X+XY =X(1+Y)=2XU,ouU L B(1/2) et U indépendante de X. Donc pour tout B € B(R),
alors IP(X + Z € B) = 1 6joyep + 5 Pax(B), out IPax est une loi N(0,4).

On a donc X et Z qui sont deux v.a. gaussiennes centrées réduites, non corrélées, mais telles que X et Z ne sont
pas indépendantes et une combinaison linéaire de X et Z, telle que X + Z, ne sont pas gaussienne.

O
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3. (*) Soit X et Y deux v.a. indépendantes de loi commune N(0,1). Déterminer la loi de Z =

V2

(X +Y), celle de W = 3 (X —Y)? et enfin celle de Z/vVW.

Proof. Comme X et Y sont deux v.a. indépendantes de loi A'(0, 1), alors le vecteur (X,Y") est gaussien (centré réduit).
Comme Z et Z' = % (X — Y) sont des combinaisons linéaires de (X,Y"), alors le vecteur (Z, Z’) est gaussien.

Par ailleurs, [E[Z] =

E[Z') =0, var(Z) = var(Z') = 1 et cov(Z,Z') = 5 (var(X?) — var(Y?)) = 0. Comme le vecteur (Z, Z') est gaussien, on
en déduit que Z et Z’' sont indépendantes et de loi N'(0, 1).

Comme Z' & N(0,1) et W = (Z)% alors W & x2(1).

Enfin, comme Z et W sont indépendantes, Z/vW £ t(1), loi de student & 1 degré de liberté. O

4. (**) Soient X et Y des v.a. indépendantes de loi N'(0,1).

(a)
(b)

(c)

Déterminer la loi du couple de (X + Y, X —Y). Que remarque-t-on?

Déterminer également la loi du couple (X/Y,Y) puis celle de la v.a. X/Y. Les via. X/Y et YV
sont elles indépendantes?

En déduire la densité de la loi de Student de degré 1.

Proof. (a) Voir I'exercice précédent (X +Y, X —Y) £ N(( 0 ) , ( 20 )) et (X+Y) et X —Y indépendantes.

(b)

0 0 2

Le couple (X/Y,Y) prend ses valeurs dans R?. De plus, les lois de X/Y et Y sont symétrique. Pour déterminer
la densité du couple, considérons u € R et y < 0 (le cas y > 0 sera obtenu par symétrie). Alors:

Foxvyy(w,y) = PX/Y <unY <y)
P(X >uY NY <y)

/_y fx (y/)/of fx(x')dz'dy’ (Fubini)

/ U he) (1— Fx(uy')) dy'

En considérant %F(X/yyy)(u, y) on obtient donc que pour y < 0 et u € R,

2
foxyvyy(u,y) = MF(X/Y,Y)(uvy) = —y fx(y) fx (uy).

On en déduit que pour tout (u,y) € R?,

Yy 1
fxyvin) (uy) = % exp ( — v+ u2)).
On peut alors facilement déduire la densité de X/Y:
=yl ( 1, 2 ) 11
=/ = At dy = —
Fxyy () /,oo27reXp gy (I+u))dy=— =0,

c’est-a-dire la densité d’une loi de Cauchy.
Les v.a. X/Y et Y ne sont donc pas indépendantes car le produit des densités est différent de la densité du couple.

La loi de Student de degré 1 est celle de X/VY2, puisque X et Y sont indépendantes et y2 & x2(1). Mais

VY2 =1Y], et par symétrie X/|Y| £ X/Y. La loi de Student de degré 1 est donc la loi de Cauchy.

5. (**) Soit X = (X1, X2) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance

(a)
(b)

r— 1 2
2 4 )
Montrer que I' est bien une matrice de variance-covariance et déterminer ses valeurs propres et
leurs sous-espaces propres associés.

Démontrer que IE[(2X; — X2)?] = 0. En déduire la densité de la loi de (X7, X2) par rapport a
une mesure que ’on précisera.
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(¢) Généraliser a un vecteur gaussien quelconque dont la matrice de covariance est singuliere.

Proof. (a) On a T symétrique, Trace(T) = 5 > 0 et det(I') = 0 > 0: la matrice ' est bien celle d’une variance-

covariance.
On déduit que 0 et 5 sont les 2 valeurs propres. Le sous-espace propre associé & 0 est {(z,y) € R?, =+ 2y = 0}
donc engendré par le vecteur (2, —1). Le sous-espace propre associé & 5 est {(z,y) € R?, — 4z + 2y = 0} donc

engendré par le vecteur (1,2).

(b) On a E[(2X1 — X2)?] = var(2X1 — X») = 4var(X1) + var(Xz) — dcov(X1, X2) =4+ 4 — 8 = 0.
On a donc 2X; = X> p.s.
De ce qui précede on en déduit que le vecteur X prend uniquement ses valeurs sur la droite 2z = y. Et sa mesure
de probabilité sur cette droite est gaussienne et centrée:

1 _
IP((Xl,XQ) c A) = A \/7278 tz/QdA{y:QI}(t)

La densité de (X1, X2) sur la droite y = 2z est la densité gaussienne centrée réduite.

(¢) Si la matrice de covariance est singuliere, alors 0 est valeur propre de multiplicité mo > 1. Or si X £ Na (0, F),

alors comme I' est symétrique, il existe une matrice @ orthogonale (telle que Q'Q = I,,), I' = Q D'Q avec D
une matrice diagonale contenant les valeurs propres, et on supposera que les mo premieres valeurs sont des 0. On

peut alors écrire que X = I'Y2 7, on Z % N(0,1,,), donc X = QDY2*QZ. Mais on a Z' = Y(Z},...,Z},) =

Q7 £ N(0,I,), dou DV?'QZ = D'V? 7 = Y0, ... ,0,M1Zmys -+, ApZY), olt les Ar,..., )\, sont les autres

valeurs propres que 0. Donc X ne dépend que des Z;no_,_l, ..., Z},, X est donc un vecteur gaussien appartenant
uniquement & Eg (orthogonal du sev propre associé & 0) de dimension n — mg.

O

6. (***) Soit X = (X1, X2, X3, X4) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance I

<s,X>] _ 6% tsTs

(a) Démontrer que IE[@ pour tout s € R*. En utilisant 'unicité du développement

en série entiere, en déduire que ]E[ <5 X >4 ] =3 (ts r 5)2. En déduire que
E[ X1 X, X3X,] = E[X, Xs] E[X35X4] + E[X; X3] E[X,X4] + E[X; X4] E[X2X3].

(b) Déduire également que IE[X; X2X3] = 0.
(c) Si (X,Y) est un vecteur gaussien d’espérance m et de matrice de variance-covariance I' =

2
( X J)éy ), en déduire var(X?) et cov(X?,Y?).
oxy Ox

Proof.  (a) On va utiliser la densité de X. Ainsi pour tout s € R*,

1 1
E e<s,X> — / - X tsx — 7t$F711’ dz
[ ] R4 (27)2 \/det(D) p( 2 )
1
= /R4 @) exp

1
— e2 °

k
On sait que e® = >"77 % pour tout z € R. Donc IE[e<S’X>] = IE[ZZOZO %] pour tout s € R* Par

ailleurs, la série étant convergente et les moments IEU < 5X > |k] < oo étant tous finis (car < s, X > est une
variable gaussienne) alors pour tout s € R*,
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Par unicité du développement en série entiere, il y a donc égalité des 2 développements et donc égalité des
coefficients devant les différents moments en s. Pour le moment d’ordre 4, on en déduit donc que:

4 t 2
IE[<841'X> ]:(25;) — E[<sX>']=3("sTs)’® pour tout s € R*.

Si s = !(s1, 82, 83,54), en développant < s, X >4= (s1X1 + s2X2 + 53 X3 + 54X4)47 on obtient que le terme en
51525354 est 6 X1 X2 X3Xy, donc celui de E[ < s, X >* | est 6 [E[X1X2X5X4].
D’autre part, ‘sT's = S0 s7IE[X?] + D i<icj<a $is;E[XiX;], donc si I'on regarde le terme en sis2s3sq de

(*sT 5)2, on obtient:
2 (IE[Xng] E[X3X4] + E[X; X3] E[X2X4] + E[X:1 X4] ]E[Xng})
Par conséquent, en égalisant les 2 termes en s1525354, on obtient bien que:

]E[X1X2X3X4] = ]E[X1X2] IE[X3X4} —+ IE[X1X3] ]E[X2X4] + ]E[X1X4} ]E[XQX3]

Si I'on prend dans le développement précédent ]E[ < 85X >3 ], Iégalité des développements en série entiere
montre que nécessairement IE[ <5, X >3 } = 0, donc par exemple IE[X; X2 X3] = 0.

Commencons par le cas ott m = £(0,0). Alors var(X?) = E[X*] — IE[X?]? = 30% — ok = 20% d’aprés Iégalité
précédente (en prenant X1 = Xo = X3 = X4 = X) et cov(X?,Y?) = E[X?Y?] — 0%0? = 2E[XY]E[XY] =
20%y (en prenant X = X; = Xp et ¥V = X3 = Xy).

Si (X,Y) est maintenant un vecteur gaussien d’espérance m = *(IE[X],IE[Y]), on en déduit que

var(X?) = 4IE[X]? 0% 4 20% et cov(X?, Y?) =4E[X]|E[Y]oxy + 20%y-
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Feuille n° 4:

Convergence et théoremes limites

0. (*) Soit X( une v.a. définie sur (2, 4,IP) et pour n € N*, on définit X,, = Xo/n. Démontrer que
(X,) converge en loi, en probabilité et presque-siirement vers une limite que l'on précisera. Qu’en
est-il pour la convergence dans LP?

Proof. e Pour la convergence en loi, on commence par la caractérisation avec les fonctions de répartition. Ainsi
pour z € R, on a:
Fx,(x) =P(X, <z)=IP(Xo <zn).
Quand z > 0 alors xn — 00, et limy— 00 P(Xo < zn) =1.

n—oo

Quand z < 0 alors xn — — 00, et limp00 IP(Xo < zn) = 0. Or il n’existe qu’'une seule v.a. dont la fonction

n— oo
caractéristique vaut 0 sur ]|oo,0[ et 1 sur ]0,00[, c’est celle de masse de Dirac en 0, donc presque siirement la

c . .
constante 0. Donc X,, — 0 (on notera que la convergence n’a pas lieu pour x = 0, mais ce n’est pas grave
n— o0
puisque la fonction de répartition de 0 n’est pas continue en 0).

e On peut également obtenir la convergence en loi avec les fonctions caractéristiques. Ainsi on a pour tout u € R:
$x, (1) = B[ "X = E[e*¥o/"] = / ¢ HX0/™ gD ().
Q

Or pour tout w et tout u, on a e *X0)/m 5 1. De plus pour tout n € N*, w € Q et u € R, |ei“X“(“’)/"| <1,

n—oo
et fQ 1dIP = 1 < co. On peut donc appliquer le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue et pour tout
u € R, ¢x,(u) —> 1. Et comme 1 est la fonction caractéristique de la constante 0, par le théoréme d’inversion
n—oo
on en déduit que X, i) 0.

n— 00

e On montre également la convergence en loi avec la caractérisation par les espérances. Soit g : R — R, bornée et
continue. Alors:

B[o(X,)] = Elg(Xo/m)] = [ o(Xo(w)/n) dP(w).
Q
Or g est continue sur R, donc comme pour tout w € Q, Xo(w)/n — 0, gXo(w)/n) —> ¢(0) par continuité
n—oo n— oo

en 0. Par ailleurs, g étant bornée, pour tout n € N* et w € Q, [gXo(w)/n)| < sup|g| et [, sup|g|dIP = sup|g| <
0o. On peut donc appliquer le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue et pour tout g continue bornée,

E[g(X,)] — E[g(0)] =g(0). On en déduit que X, -5 0.
n— o0

n— oo

e On va considérer la convergence en probabilité. On sait que X,, converge en loi vers 0. Or si (X,,) convergeait en
probabilité vers une autre limite que 0, comme la convergence en probabilités entraine la convergence en loi, il y
aurait une contradiction. Donc si (X,) converge en probabilité ce ne peut étre que vers 0. Pour le démontrer, on
pose € >0 et on a

IP(|X, — 0] > ) =P(|Xo| > en) =IP(Xo > en) +IP(Xo < —en).

On a IP(Xo < —en) = Fx,(—en) — Ocar —en — —oo. De plus IP(Xo > en) =1 —1P(Xo < en) et
n—o0

n—00

IP(XO < sn) —— 1. Donc on a bien IP(|Xn —-0| > 5) — 0 et ainsi X, 20
n— oo

n— oo n—-+4oo
Cependant, on aurait pu faire beaucoup plus simple puisque la convergence en loi vers une constante est équivalent a

s s . c o1 P
la convergence en probabilité vers une constante, donc ayant montré X,, — 0 on avait directement X,, — 0.
n—oo n——+oo

e La convergence presque stre est souvent la plus difficile & démontrer. Dans cet exercice c’est la plus simple! En
effet, pour tout w € Q, X, (w) = Xo(w)/n —> 0: il y a convergence "siire” sur  donc X,, =5 0.
n—0o0

n—oo
Si on avait initialement commencé par cette convergence, on avait directement la convergence en loi et probabilité,

puisque la convergence presque siire entraine les 2 autres.
e Pour la convergence dans IL? avec p > 0, celle-ci n’est possible que si X € IL?, donc si || Xo||, = (IE[|Xo|p])l/p < 00

Dans ce cas, IE[| X, — 0|P] = %ﬁlp] — 0, donc X, oo
n—oo

n—oo
Si Xo ¢ ILP, alors (X,) ne converge pas dans IL”. Question? Peut-il exister une v.a. Xo qui n’appartiennent a

aucun IL? pour tout p > 0. Ceci est possible par exemple en considérant Xy une variable positive continue de
densité f(z) = C (x In*(z))~* pour x > 2. On pourra trouver C' car l'intégrale de f existe sur [2, oo (intégrale de
Bertrand), mais en revanche IE[X}] = C [, 2”~" In"?(z) dz = oo pour tout p > 0.

O
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1. (*) Soit (X,), une suite i.i.d. de variables de Bernoulli de parametre 6 €]0, 1].

(a) Montrer que X, =n~ 1Y " | X; % 6. En déduire que X, (1 — X,,) % 0(1—0).
n—+o00 n—+00
(b) Montrer que /n(X,, — 0) é) N(0,0(1 —0)).
n—oo
(c) Montrer que \/n(X, — 6)? _% 0.

(d) Déterminer la loi limite de v/n (X,(1 — X,,) — 6(1 — 6)) pour 6 # 1/2.

Proof. (a) En appliquant la loi des grands nombres dont les hypotheses sont respectées, comme IE[X;] = 6, alors

Xp=n'Y X, 25 o0

n——+oo

Soit la fonction g(z) = x(1 — x) pour = € R, fonction continue sur R: donc g(X,) % g(0), soit le résultat.
n——+oo

(b) On applique le théoréme de la limite centrale dont les hypothéses sont respectées et avec var(X:)0(1 — 6), on
obtient bien \/n(X, —0) —= N(0,0(1 — 0)).

n—oo
(c) D’apres le résultat précédent, n'/*(X, — 0) = n="/*(y/n(X, — 0)) —£5 0. Comme cette limite en loi est vers
n—oo
une constante, cette limite est aussi en probabilité. On applique alors la fonction carré, qui est continue, et on
obtient bien /n(X, — 6)? % 0 en probabilité.
—+o0o

n

(d) On applique la delta-méthode, avec la fonction g(z) = z(1 — z) pour € R, et on obtient pour 6 # 1/2,
Vi(9(Ka) — 9(0)) = v (Kn(1 = Kn) —6(1—0)) 5 N(0, 6(1— 6)(1 — 26)?)

car g'(z) =1 —2z et g'(9) = 1 — 26.
Pour 6 = 1/2, en allant plus loin dans le développement de Taylor
~ 1 ~ " ~ ~ 1 L 1
n(9(Xa) —9(0) = 5 (Va(Xa = 0)*g"(0) = n(Xa-Ku)= 1) 5 — 1%

2 n—»c0

O

2. (*) Soit (Xg)rew une suite de v.a. telle que IE[X?] < oo pour tout k € N et cov(X;, X;) = 0 pour
i # j. On suppose qu’il existe des réels m et C tels que pour tout k, IE[Xy] = m et varX < C.
Montrer que la suite des X,, converge vers m dans IL? et en probabilité.

Proof. On a E[(X, —m)®’] = % D icicn var(Xi) < € — 0. D’ou la convergence de X, vers m dans IL°. Et

n—oo

. s e P
comme la convergence dans IL? entraine celle en probabilité, on a aussi X, — m.
n——+oo

O

3. (**) Soit 2 = [0, 1] et soit la suite (X,,) de v.a. définies sur (€2, B([0, 1]),IP) ou IP est la loi uniforme
sur [0,1] et telle que pour tout n € N:

X, (w)=n+1)2w" - (n+1) pour tout w € [0,1].

Que vaut IE[X,,]? Démontrer pourtant que X, % — co. La suite (X,,) converge-t-elle dans IL2?
n——+0oo

Proof. On a E[X,] = [} ((n+ 1?w" — (n+1)) de = [(n+ 1) w"+1]; (4 1) =0

Pour tout w € [0,1[, (n+1)*w™ — 0 donc X, (w) = —oco. Ainsi pour tout ¢ > 0, IP(| X, +(n+1)| > ¢) =IP({1}) = 0.
n—oo
On en déduit donc que la variable X,, 4+ (n + 1) tend en probabilité vers 0 donc X, %) — 00.
n——+0o0
Si X,, converge en probabilité vers —oo, alors la seule limite possible dans IL? pour (X7n) est —oo. Mais pour toute suite
réelle (ay),

E[(X, — an)?] = E[X?] — 2a, B[X,] + a2
+ 1) 2
= ()’
(n+ )(2n+1 )+“"
— “+o0.
n— oo

Donc X, ne tend pas vers —oo dans IL? et on s’apercoit méme que c’est pour a, = 0 que la distance IL? entre X,, et a,
est la plus petite (mais pour autant X,, ne tend pas du tout vers 0 dans IL?).

O
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. (**) On suppose X, £ e pour une suite de v.a. (X,,), & valeurs réelles et ¢ € R. Soit ¢ : R — R
n—oo
définie par ¢(z) = min(z, 1).
(a) Soit € > 0. En utilisant une caractérisation de la convergence en loi, quelle est la limite de

E[¢(| X, — c|/¢e)] quand n — co?
(b) En déduire que X, 2o

n—-+o00

Proof. (a) La fonction ¢ est continue et bornée. Comme X, £, ¢ alors | Xn — ¢|/e £, 0, alors E[¢(|Xn —
n— oo n—0oo
cl/e)] — EB(0)] 0.
(b) Pour € >0, ¢(|Xn —c|/e) =1 pour | X, —c| > e et ¢(| Xy —¢|/e) = |Xn — ¢|/e sinon. On en déduit que

Elp(|Xn —cl/e)] = E[o(IXn —cl/e)Tx,—cizc] +E[o(|Xn — cl/e) Tx, —c|<:]
ez —c
= E[lx,_c>-] +/_ |67|dFXn(;c)
ez —c
= P(|Xn—cl>e)+ /7 |€7|den(:1c).

Mais on peut écrire que

/ci-s @ dFx, (x) — é /:4—6(31j —¢)dFx, (z) + é /E;(c —x)dFx, ()
- Hemom - [ s e+ [ pen)
— é(a—(c+e—c)+o+o):o,

car pour tout z > ¢, Fx,(x) —> 1 et pour tout z < ¢, Fx,(xz) — 0. En conséquence E[¢p(|X,, — c|/e)] et

n—o0o n—o0o

IP(|X, — ¢| > €) on méme limite, donc IP(| X, —c| > ) — 0, soit Xp % c.
n—o0 n—+00

O

. (***) Soit (X,,)nenN une suite de v.a.i.i.d. telle que IE[X?] < co. Soit Y = X} pour k > 1. Peut-on
obtenir la loi faible des grands nombres pour la suite (Yj)? La loi forte des grands nombres? Dans
le cas particulier ol les X}, suivent une loi normale centrée réduite déterminer un théoreme de limite
centrale.

PTOOf. On va supposer, sans perte de généralité IE[X1] = 0 puisque (Y,,) a la méme espérance que (X,,) et on notera
0% = var(X1). On sait que var(Y;) = "k—Q Par ailleurs, cov(Yy, Yz) = % pour k < £. On en déduit que:

w(130) = (Swon ez 5 ev0n)

k=1 1<k<t<n

(1+22 %)

1<k<t<n

.y
1425 2
( 2. )
2021n(n)

n n— o0

3[0‘ QM

M

SM‘Q

12

0.

En utilisant 'Inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on en déduit que Y, . %OO 0.

Pour une suite numérique (u,) convergeant vers une limite ¢, on sait que la somme de Cesaro % > k—; Uk CONVerge vers
£. Dans notre cas, considérons 2\ N ’ensemble des w € Q tels que Y, (w) n?; 0. Et comme Y, n%’; 0, on sait que
IP(N) = 0 (ensemble négligeable). Comme somme de Césaro, on a donc pour tout w € Q\ N, £ 37 | Vi (w) e 0,

ce qui implique:

S

n
> v 25 0.
n— oo
k=1
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Si X, N(0,1), alors (Yi,...,Y,) est un vecteur gaussien et (% Dot Yk)n est une suite de v.a. gaussienne. On en

déduit donc du calcul effectué plus haut que

1 & c 1 & n 1 < c
g;YkNN(O,var(E;Yk)) — ,/an(nm;n 5 N(O,1),

O

6. (**) Appliquer le théoreme limite central & une suite de v.a.i.i.d. de loi de Poisson de parametre 1
pour trouver la limite de la suite
nook
n
. —n
Up =€ E e
k=0

Proof. On sait que si les X} sont des v.a.i.i.d. de loi de Poisson de paramétre 1, alors > r—1 X suit une loi de Poisson

de parametre n. Donc
n k n n
_ n 1
n=e S =P (Y K<) =P(- Y Xi-1<0).
¢ ’ k:Ok! k=1 = "= ' ="

Mais si on applique le TLC & (X&) ce qui est possible puisque les X sont des v.a.i.i.d. de variance 1, alors:
\/ﬁ(l En:Xk - 1) £, N(0,1).
n 1 n— 00 ’

De ceci on en déduit que u,, — IP(N(0,1) <0) =1/2.
n— oo
O

7. (***) Soit (X,), une suite de v.a.i.i.d. centrées de variance commune 1. Soit (@;n)i<i<n,neN Une
famille de réels telle que Y 1 ; a?, = 1 pour tout n € N*. On va montrer que si maxj<;j<n |a;n| — 0,
’ - n—oo

alors la suite des (S,) telle que S, = """ | a;,X; converge en loi vers la loi (0, 1).

(a) Montrer que si (z;) et (2}) sont deux familles de nombres complexes tels que |z;| < 1 et [z} <1

pour tout j, alors
n n n
NIERIEE SR
j=1 j=1 j=1

(b) Déterminer la fonction caractéristique de S,,. En déduire sa limite en utilisant I'inégalité précédente.

Proof. (a) Par récurrence sur n, montrons que

En effet, la relation est clairement vraie pour n = 1. Si elle est vraie au rang n alors par inégalité triangulaire,

n n

/ /

Zn+1 I I Zj — Zn+41 H Zj
Jj=1 Jj=1

n+1 n+1

) ’
Zj — Zj
Jj=1 Jj=1

n n n
/ ! /
< ‘(ZnJrl — Zn+1) sz + Zn+1(sz - Hza)‘
=1 j=1 j=1
n n n+1
’ !/ !
< |Zn+1—2n+1|+’HZJ—HZj < E |25 — 2.
Jj=1 Jj=1 Jj=1

La relation est donc vraie au rang n + 1.

(b) Considérons la fonction caractéristique de S, et montrons qu’elle converge vers celle d’une loi N'(0, 1).
Soit u € R. Alors ¢s, (u) = E[e!* "] = [[}_, E[e’**»**] en utilisant I'indépendance des Xj. Comme par
hypotheése maxi<;<n |ai,n] — 0, alors pour tout k € {1,...,n}, on peut utiliser un développement de Taylor
- n— 00

d’ordre 2 en 0 de chaque fonction caractéristique ¢x, (uag,n) = E[ei““kvﬂ'x"‘]

maxi<k<n |5k,n| n:Zo 07

et on obtient avec les €y, tels que

1 1
0x, (wakn) = 6x,(0) + ¢, (0) warn + 5 0%, (0)u’ ak, + 0w’ af ) =1 = S uaip +enn (v ai ),
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car ¢, (0) =i IE[X}] = 0 et ¢k, (0) = —IE[X}] = —1. En utilisant I'inégalité, comme pour n suffisamment grand
1— 1w a%yn‘ <1 pour tout k € {1,...,n} du fait que maxi<k<n |ak,n| = 0, ceci entraine que
- 1 o o - 2 2
’(f)gn (u) — kl:[l (1 —3 u ak,n)’ < Z ‘Ekn’ u” g
< s fal ek
< u? max |€kn] —> 0.

1<k<n

Pour n suffisamment grand, on a avec le développement de Taylor de la fonction log et maxi<i<n |€k| —> 0,
- n—oo

- 1 1 1 1
IOg(U (1-5uain)) = Zlog (1-5u%ain) :;(* pWada(ten) =2 -5
De ceci on en déduit que J];_, (1 —1u? ai,n) — e *"/2 ¢t de méme o3, (u) — e~ui/2 qui est la fonction

n— oo n—oo
caractéristique d’une loi N'(0,1).

O

8. (**) Soit (X,),, une suite de v.a.ii.d. centrées de variance commune o2 > 0.

(a)
(b)
(c)

1 n
R ler la limit loi de S, tell Sn=——+ X;.
appeler la limite en loi de elle que a\/ﬁz j

Décomposer la variable Sa,, en fonction de S, et d’une variable aléatoire S], indépendante de S,
et de méme loi.

En raisonnant par I’absurde, montrer que S,, ne converge pas en probabilité (on pourra montrer
que si ¢’était le cas, S), convergerait aussi en probabilité et étudier sa limite).

Proof. (a) Le TLC peut pleinement s’appliquer et on a S, = 1 ZXJ- = \/771l (Yn — Obig) £y N(0,1).
O'\/ﬁ =1 g n— oo

(b)

On a 1 > i1 Xj = /nSn, donc 1 Z 1 Xj = /nSn+ = EJ w1 Xj = V21 S2,. On en déduit donc que

Sopn = % S, +S), avec S, = - \/ﬁ Zj ntl X;. Il est clair que comme les X; sont indépendantes, alors % Sy et
S, sont indépendantes. Et comme les X; ont toutes méme loi, >37_, X £ Z?ln+1 X, donc % S, & S

Comme S, LN (0,1), il est clair que si S,, converge en probabilité, ce ne peut étre que vers une variable
n—r oo

aléatoire Seo qui suit une loi (0, 1). Supposons que Sy, , Soo. Alors L S, NG Soo €t Sop Z, Seo

n—+oo V2 V2 n—+oo

2 n——+oo

Or S, = % Syn — Sa2, donc S, % (% — 1) Soo. Mais comme on a supposé que S, convergeait en probabilités,
n——+oo
P

on a aussi S, — % Sl on Sy X S et S., indépendante de S.,. Donc & moins que So = 0, ce qui n’est
n—-+oo

pas possible puisque la loi de S est N'(0,1), on ne peut pas avoir (% — 1) Sooc = % S’ , d’ott I'impossibilité de
converger en probabilité.

O



