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Feuille n° 1:

Variables aléatoires

1. (*) Soit I’espace de probabilité (€2, 4,IP) ou 2 = [0, 1], A la tribu borélienne sur €2 et IP la probabilité
uniforme sur [0, 1].

(a) On pose X la variable aléatoire telle que X (w) = 1 — w pour tout w € . Déterminer la loi de
probabilité de X, son espérance et sa variance.

(b) Répondre aux mémes questions pour Y (w) = — In(w).

(¢) On pose Z(w) = w pour w € [0.5,1] et Z(w) = 0 pour w € [0,0.5[. Déterminer la fonction de
répartition de Z, son espérance et sa variance.

Proof. (a) Lavariable X est & valeurs dans [0, 1] car 1 —w € [0, 1] pour tout w € [0, 1]. Donc pour z < 0, Fx(x) = 0 et

pour z >, Fx(z) =1. Pourz € [0,1],ona{X <z} ={we[0,1], 1-w<z}={we0,1], -z <w}=[1-z1]

Or IP([1 — z,1]) = z car IP mesure la longueur de l'intervalle, d’'ott Fx(xz) = . La loi de X est donc celle d’une
variable uniforme sur [0, 1], d’ott IE[X] = 1/2 et var(X) = 1/12.

(b) La variable Y est & valeurs dans [0, +oo[ car In(w) < 0 pour tout w € [0, 1]. Donc pour y < 0, Fy(y) = 0. Pour

y>0,ona{Y <yt={wel0l], —Inw) <y}={we(0,1], e?<w}=[Y1. OrP(e¥1])=1—e"Y

car IP mesure la longueur de lintervalle, d’ott Fy (y) =1 —e™¥: Y suit la loi exponentielle £(1), donc E[Y] =1

et var(Y) = 1.
(¢) Les valeurs prises par Z sont {0} U [0.5,1]. Ainsi, pour z < 0 alors Fz(z) = 0, et pour z > 1, Fz(z) = 1
Si z € [0,0.5], Fz(2) = IP(Z = 0) = IP([0,0.5]) = 0.5. Siz € [0.5,1], Fz(z) = 05+ P05 < Z < z) =

0.5 +1P([0.5,2]) = 0.5+ (2 — 0.5) = 2.
1
B(Z) = [io,1/2 00w+ [y gy wdw =0+ [0?/2], , = 3/8.

1 5
Et B[Z%] = [, 5 0dw + [iy )55 & dw = 0+ [w®/3] 12 = T/24, d'olt var(Z) = 7/24 — 9/64 = 29/192 ~ 0.151.

2. (*) Sur (2, A,IP) un espace probabilisé, on considére une v.a. réelle positive X de fonction de
répartition Fx. Déterminer dans les 2 cas suivants ’espérance et la variance de X:

1

Fx(t) = 5 (e'Mj_ oo of(t) + (2 — e Mg oo (1)) 5
1 3
Fx(t) = 1 (t + 2)I_y oup,2[(t) + 1 Mo 47 (t) + Mo oo (F)-

Proof. Dans le premier cas, la fonction de répartition est continue et dérivable sur R*: la v.a. est donc continue et sa
densité est fx(z) = %efm pour z € R: loi de Laplace. On alors IE[X] = 0 et var(X) = 2.

Dans le second cas, il y a 2 sauts: en —1 avec un saut de hauteur de 1/4 et en 0 avec un saut de hauteur 1/4. La mesure
de probabilité de X peut donc s’écrire:

1 1
]P(X S B) = 1 (5{,1}(3) + 5{0}(3)) + 1 /B ]I[fl,O[u[l,Q[(t) dt pour B € B(R)

Dot E[X]=1(-1+0-1/2+3/2) =0et var(X) = E[X*| = 1 (1+ 0+ [° ?dt + [[2dt) = 1(1+ 3) = 1. O

3. (*) Soit une variable aléatoire X sur ’espace de probabilité (€2, .4,IP). On suppose que loi de X est
symétrique, c’est-a-dire que la loi de X est la méme que celle de —X.

(a) Montrer que IP(X <0) >1/2 et IP(X < 0) <1/2. Conclusion?
(b) Montrer que si IE(|X|) < oo alors IE(X) = 0.

Proof. (a) On a d’apres la formule des probabilités totales IP(X > 0) + P(X < 0) + P(X = 0) = 1. De plus
P(X > 0) =IP(—X < 0) = P(X < 0) puisque X et —X ont méme loi, donc méme fonction de répartition.
Dot IP(X > 0) + IP(X < 0) = 2IP(X < 0). Par suite, 2IP(X > 0) = 1 — IP(X = 0), d’ott P(X > 0) < 1/2.
Or, la formule des probabilités totales donne également IP(X < 0) =1 — IP(X > 0) et ainsi IP(X < 0) > 1/2.
IP(X < 0) < 1/2 en découle également.



(b) On va traiter les 2 cas de v.a. Si X est une v.a. discréte a valeurs dans I = (z;);cs. Comme X et —X ont méme
loi, forcément quand z; € I, alors —z; € [ et P(X = z;) = P(X = —z;). Or E(X) =}, z; P(X = z;) =
e, ;50T P(X =a5) + > e ;<0 T P(X ==z;) 4+ 0+ IP(X = 0). En conséquence

EX]= Y (z;P(X =a;) —; P(X = —;)) =0.

Jj€J, ;>0

Pour une v.a. continue, Fx(z) =P(X <z)=1-1P(X >z)=1-1P(—X < —z) =1 — Fx(—z) car la variable
est continue. Donc en tout = ot Fx est dérivable, Fx(z) =0 — (Fx(—x))' = Fx(—x), dou fx(z) = fx(—z): la
densité est une fonction paire. Donc IE[X] = [z fx(z)dz = 0 car la fonction z — x fx () est impaire.

O

4. (**) Sur (Q,A, 1) un espace probabilisé, on considére une v.a. réelle positive X de fonction de
répartition F'x. Montrer, en utilisant Fubini, que pour n € IN* :

B[X"] = /Ooont”_l(l _ Fy(t) di = /Ooont”_lIP(X S 1) dt.

Montrer que I’hypothese X positive est nécessaire.

Proof. Du fait que les fonctions intervenant dans I'intégrale sont mesurables positives, on peut écrire avec Fubini, quitte
a obtenir +oo,
oo
/ nt" ! / dIP x (z) dt
0 ]t,00

[
/ / nt" "t dIPx () dt
0 Jt,00][

oo
/ / nt" ' dtdlPx(z) en réécrivant le domaine d’intégration
0 [0,z[
oo

/ nt" 'P(X > t)dt
0

/0 " dPx () = | X™).

Sin =1 et X peut étre négative, alors on peut avoir IE[X] < 0 ce qui n’est pas possible avec une telle formule. O

5. (**) Soit X une v.a. réelle normale centrée réduite. Soit la v.a. Y = eX. On dit que Y suit une loi
log-normale.

(a) Montrer que Y a une mesure de probabilité absolument continue par rapport a la mesure de
_ L1 e

V21 Y
(b) Pour a € [—1,1], soit Y, la v.a. de densité fo(y) = fy(y)(1+asin(27ln(y)). Montrer que Y et Y,
ont mémes moments, et en déduire que les moments ne caractérisent pas une loi de probabilité.

Lebesgue de densité fy (y) si z > 0 et 0 sinon.

Proof. (a) 1l est clair que Y : Q —]0,00[ et Y v.a. car z € R + ¥ est une fonction continue donc mesurable
(borélienne). Donc pour y < 0, Fy(y) = 0. Et pour y > 0,

In(y)  ,
Fy(y) =P(Y <y) = P(X < In(y)) = \/% [ o2

Il est clair que pour tout y > 0 cette fonction est dérivable (donc continue) et sa limite en 0 est 0: Fy est continue
sur R et dérivable partout sauf en 0, donc Y est une v.a. continue.
Sa dérivée, donc sa densité, sur | — 0o, 0[ est 0 et pour y > 0,
0 1 1 —1n?(y)/2
Fr() = 5 (Fx(Iny) = Fx(~00)) =  fx(In(y)) o
(b) Pour tout a € [—1,1], il est clair que fa.(y) est mesurable positive, et son intégrale existe car f, < (1+|a|)fy. De
plus,

/0 " fuly) dy = / T hrwdy+a / " v() sinGzr @) dy = 1+a [ ¢ () sin(zna) da.

oo

Mais e® fy (e®) = \/% e~**/2 fonction paire sur R, donc €® fy (e®) sin(27 z) est une fonction impaire intégrable,
donc son intégrale sur R est nulle. On en déduit que fooo fa(y)dy = 1 pour tout a € [—1,1].

Si on calcule IE[Y;"] (qui existe car IE[Y "] existe) alors:

/0 T fuly) dy = / Ty by (9 dyta / "y fy () sin(2r In(y)) dy = E[Y "] +a jﬁ /m ~ g1z ¢=2"/2 (o7 ) d.



(n—1)z—x2/2

Mais e = e~ (D2 ~(=2=(n=1)*/2 py, changement de variable, on obtient

* (n-lyz —a?/2 . —=122 [T —@—(n-1))%/2 _.
/ e e sin(2rz)dr =e / e sin(2m z) dx

— ¢~ (nD?/2 / e~ /2 sin(2r (2 + (n —1))) dz = e (/2 / e =2 sin(27 z) dz = 0,

par parité. Donc [E[Y;'] = EE[Y"] pour tout n > 0 et tout @ € [—1,1]: les moments ne caractérise pas la loi,
puisque clairement Y, et Y n’ont pas la méme loi si a # 0.

O

6. (*) Soit X £ E(A) loi exponentielle de parametre A > 0. Quelle est la loi de Y = [X + 1]7 (partie
entiere de X + 1)

Proof. Y prend ses valeurs dans N* et P(Y = k) =P(k< X +1 < k+1) = Fx(k) — Fx(k — 1), donc P(Y = k)=
(1—eF)—(1—e M) = (lfefA)e”‘(k*l). Ainsi P(Y = k) = (1 - efA)(e*)‘)k_l pour k>1: Y & G(1—e?): loi

géométrique. O

7. (**) Soit U une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]. Soit X une variable de fonction de répartition
Fx que l'on supposera strictement croissante et dérivable sur R.

(a) Montrer Fx est une fonction admettant une application réciproque sur ]0, 1], notée Fi'.
(b) Démontrer que la loi de la variable F'y Y(U) est la méme que celle de X.

(¢) A partir de la touche RAND d’une calculatrice, comment obtenir une réalisation d’une variable
aléatoire de loi exponentielle de parametre 37

(d) Méme question si Fx(z) = arctan(z)/7 + 1/2. Quelle est alors 'espérance de Fy'(U)?

Proof. (a) Si Fx est strictement croissante et dérivable, donc continue, alors comme lim, ,_ o, Fx(z) = 0 et
lim; 00 Fx(z) = 1, on en déduit que Fx : Rg|0,1[. De plus, pour tout y €]0,1[, s’il existe x < z’ tel que
Fx(x) = Fx (ac’) = y alors F'x ne serait pas strictement croissante: Fx est bien bijective, et admet une fonction
réciproque Fy' sur ]0, 1.

(b) Comme Fx est dérivable et strictement croissante, sa dérivée ne s’annule pas, donc F;l est dérivable et strictement
croissante sur ]0, 1[, donc continue: Fx'(U) est bien une variable aléatoire sur (£, A, IP) qui prend ses valeurs dans
R. On a pour tout = € R, en utiliant le fait que Fx(F5'(U)) = U et Fx strictement croissante,

]P(F);I(U) <z)=PWU < Fx(z)) = Fu(Fx(z)) = Fx(z) car Fy(u) = u pour tout u € [0, 1].

La v.a. Fy (U) a donc méme fonction de répartition que X, ces deux v.a. ont donc méme loi.

(c) On sait que la touche RAND fournit une réalisation d’une v.a. uniforme sur [0,1]. Pour obtenir une réalisation
d’une v.a. exponentielle de paramétre, il faudra donc calculer V = Fy'(U). Or Fx(z) = 1 — e 3%, d’olt
z=—1In(1 — Fx(z))/3 et on en déduit que V = —In(1 —U)/3.

(d) Si Fx(z) = arctan(z)/7 + 1/2 alors « = m tan(Fx (z) — 1/2) soit W = Fx'(U) = 7 tan(U — 1/2).
La densité de X est 7=y, c’est une v.a. qui suit une loi de Cauchy. On a alors EW]=E[X]= [~ i de
Mais cette intégrale n’existe pas car:

= 007|$| = 007‘% —l n 1’2 = 0. 9]
IEHX\]_/mW(HxQ)dx_z/O W(1+x2)dx_ﬂ[1 (1+2%)]; = +o0.

O

8. (*) Calculer la fonction génératrice d’'une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre
p. De méme pour celle d’une loi de Poisson de parametre A\. En déduire que la somme de 2 v.a.
indépendantes de lois de Poisson de parametres A\; et Ao est une loi de Poisson. En est-il de méme
pour la loi géométrique?



Proof. Si X v.a. de loi géométrique de parametre p alors pour z € [—1,1],

9(2) = I ) = 32 (1= p) =2 30— ) T =02 0 - =y
k=1 k=1 k=0

Si X v.a. de loi de Poisson de paramétre A alors pour z € [—1,1],

() =Bl = e 30 A A Z oA BT e e

== - K K - '

Si X; et X2 sont deux v.a. indépendantes de lois de Poisson de parametres A1 et A2, alors par indépendance
IElZX1+X2} — E[le} E[ZXQ} — 6(Z71) A1 €(Z71) A2 — €(Z71) (A1+A2)

qui caractérise la loi de Poisson de parameétre A1 + Aa.
Par le méme raisonnement, si X; et X2 sont deux v.a. indépendantes de lois géométriques de parametres p; et pa,

| XiHXe) __ P1Z P2z _ p1p2 2
l1-(1=p)z1-(1=p2)z (1-=(1-p1)2)(1—(1-p2)z)
qui ne peut clairement pas étre simplifié pour faire apparaitre la fonction génératrice d’une loi géométrique. O

. (*) Calculer la fonction caractéristique d’une variable aléatoire : a/ gaussienne, b/ de Poisson, ¢/
exponentielle, d/ uniforme, ¢/ gamma, f/ binomiale. En déduire que la somme de 2 v.a. gaussiennes
indépendantes est gaussienne.

Proof. a/ Pour X L N(m, o?), on peut toujours écrire que X L m+oZ avec Z & N(0, 1). On a alors ¢x(u) =

E[eiu(m-!—az)] — ei"mqﬁz(o'u). Mais:

apres changement de variable y = z — iu. D’olt ¢x(u) = ¢
b/ Si X & P(N), alors pour u € R,

px(u)=e Z
k=0

¢/ Si X £ E(N), alors pour u € R,

iur—x2/2 d —% ((m—iu)-&-uz) do = 6—112/2

)

1 oo
r=— e
V2T /_oo

—% o2 u2+ium

x> =

oo
k iuk Y 1 iu\ k —X et (et —1
A" =e E —(Ae") = =e (e ),
k
k=0

Rl ; A g oo A
_ A )\z+zuzd _ (=x+iu)x — )
¢x(u) /0 c o [iu—ke ]0 —iu+ A

d/ Si X L U([a,b]), alors pour u € R",

b . .
b (1) = - i - /a T gy — - i > [% o ux]: _ ﬁ (cos(ub) — cos(ua) + i(sin(ub) — sin(ua)).

e/ Si X £ I'(«, B), alors pour u € R,

_ ﬂa > a—1 —Bzt+iux _ /8a < a—1 _—y — ; o
¢x(u)—r(a)/0 o e Pat dx_m/0 y e Vdy = (1—iu/B) 7,

avec le changement de variable y = (8 — i u)z, soit dy = (8 — iu)dz.
f/ Si X £ B(n,p), alors pour u € R,

n n

ox(u)=> " (i)pk(l —p)" e = (1-p)" (k) (peiu)k =1 —p)"(l + fef;)n =(1+pE™-1)",

k=0 o \n/ \l—p

en utilisant la formule du binome.

Si deux v.a. X et X' sont gaussiennes de lois N(m, 62) et N(m', o'2) sont indépendantes, alors ¢x,x/(u) =
. / . ’ )
ox(u) px:(u) par 'indépendance, soit ¢xyx/(u) = emz ot wHium—g o uiium! = (%o Mt iu(mEm’) oo |y

loi N(m+m', 0®+02). O



10. (***) En utilisant la formule d’inversion de la fonction caractéristique pour les v.a. continues,
démontrer que la fonction de caractéristique d'une v.a. de Cauchy de densité f(z) = m~1(1 + 2?)!
sur R est ¢(u) = e 14l

Proof. On part de la formule de la densité caractéristique ¢(u) = e 1%l Comme on sait que X est une variable
”continue” et que cette fonction caractéristique est intégrable, on utilise la formule d’inversion:

fx(z) = 2i / bx(u)e "“"du pour tout z € R.
™ —00

Donc pour z € R, fx(z) = ﬁ I e~ 1“7t 2dy. On en déduit que:

1 0 i 1 /oo . 1 eu—iux 0 e—u—iu:c 0o 1 1
e [ g [T L () ST e
fx (@) 271'/;006 vtox ), © ST\ [ eyl B o) e gy PR Rl g
Par unicité de la fonction caractéristique, on en déduit que celle-ci est bien celle d’une loi de Cauchy. O

11. (**) Soit X une variable aléatoire réelle intégrable telle que IE[X] > 0.

(a) Montrer que pour tout A > 0, X < AE[X] + X Iy m(x])}-
(b) On suppose que, de plus, 0 < IE[X?] < +00. Montrer que

(E[X Iyoampy])? < EX?P(X > AE[X]).

(c) Montrer que pour tout A €]0, 1] on a I'Inégalité de Paley-Zygmund:

o (X2
E[X?]

P(X > AE[X]) > (1-))

Proof. (a) Si X > AE[X] alors le terme de droite vaut X, donc l'inégalité est vérifiée. Si X < AIE[X], alors
AE[X] + XTI xsagx)y = AE[X]. Mais comme cela a lieu pour X < MIE[X], 'inégalité est bien vérifiée. Elle
I’est donc dans tous les cas.

(b) On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que
E [T amixy] = B[Leoampxg] = P(X > AB[X]).

(c) Grace a la premiere question, X — AME[X] < X ;x> g(x]}- En prenant 'espérance on obtient donc que (1 —
M E[X] < E[X Iixsagx)}]. Comme E[X] >0 et A€ [0,1], alors (1 — A)IE[X] > 0. Donc

(1= 2)? (BIX])* < (B[X Txonmpy])”

Le résultat final est alors obtenu grace a celui de la deuxiéme question.



Feuille n° 2:

Vecteurs aléatoires

1. (*) Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires & valeurs dans R? dont la loi a pour densité par
rapport & la mesure de Lebesgue sur R?,

2 . 2
f(X,Y) (z,y) = - e w1ty )]I{:c,yZO}'

(a) Vérifier que f(x,y) est bien une densité.

(b) Déterminer les lois de X et de Y. Les variables X et Y sont-elles indépendantes?

Proof. (a) En premier lieu, f(x,y) est borélienne positive. Ensuite, en utilisant Fubini (les fonctions sont positives):

2 oo e—z(1+y2) o 2 Rl 1
ey =2 [ [~ ] dzf/ b oay=
/R2f(X,Y)(33 y) dz dy 7r/0 T+42 lo vy== o 1492 y

(b) On a
fx(z) = / foxwy(z,y)d =% /meizdey: 2e 006722/26&: ¢ Vor == ’ siz >0
0 7vV2z Jo T2z N
= siz <0
2 1 .
fr(y) = / f(Xy)iry ;1+y2 siy>0
= siy <O0.

Il est clair que les 2 variables ne sont pas indépendantes car fx(z) fv (y) # fix,v)(z,y).

2. (*) Soient X; et X9 deux v.a. indépendantes de méme loi uniforme sur [0, 1].

(a) Déterminer les fonctions de répartition des v.a. U = min{X1, Xo} et V = max{X;, X2}, et en
déduire les densités de probabilité de U et V.

(b) Calculer cov(U, V). Les variables U et V sont-elles indépendantes?
(¢) Que vaut IE[| X — X,|]?

Proof. (a) On a Fy(v) =0 pour v ¢ [0,1]. Si v € [0,1], alors Fy(v) = IP(X; < vN X2 < v) = v? par indépendance
de X; et X2. Comme c’est une fonction continue sur R et dérivable par morceaux, alors V' admet une densité et
fv (U) =2 UH1)€[0,1]~
De méme, P(U < u) =1 -PU >u) = P(X1 >unXz >u) =1— (1 —u)? pour u € [0,1]. D’out fu(u) =
2 (1 — u) ]Iue[() 1]+

(b) On a E[U] _2f0 (1 —u)du = [u® — 2u®]p = % et
IE[X,]E[X:] = ; par indépendance. D’ou cov(U, V)

Les variables ne sont pas indépendantes car cov(U, V) # 0.
]

(c) N est clair que E[| X1 — X»|] = E[V — U] = E[V] — E[U

2 [ v?dv = [20°)} = 2. Bt E[UV] = E[X1Xs] =
_ 1

oo ||

36"

O

3. (**) On considere X = (X1, X3) un vecteur aléatoire & valeurs dans IR?. On suppose que X est
absolument continue, c’est-a-dire que la mesure de probabilité de X est absolument continue par
rapport & la mesure de Lebesgue Ay sur IR2.

(a) Montrer alors que la loi de X; admet une densité f; par rapport a la mesure de Lebegue A\ sur
IR, que 'on exprimera en fonction de f.



(b) Calculer f et fo pour f telle que :

e sixy >axe >0

Fl1,22) = { 0  sinon.

A-t-on f(z1,x2) = f1(x1)f2(x2) pour Xo-presque tout (x1,z2) € IR?? Quelle conclusion en tirer
sur Xq et X97

(¢) On suppose maintenant que X = (X7, X1) ot X; est absolument continue par rapport a A\;. Le
vecteur aléatoire X est-il absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue Ao sur IR%?

Proof. (a) La fonction de répartition de X est, pour = € R,

Fxl(a:):IP(X1§x):/ ) /Rf(:vl,acz)dxzdm:/j (/Rf(:cl,acg)dxg)dacl,

par Fubini. Donc Fx, (z) s'écrit sous la forme [“_ fi(z1)dzy avec fi(z1) = [g f(@1,22)dre. Comme f est
borélienne positive, f1 l'est également. Donc la loi de X7 est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R, et sa densité est fi.

(b) On a:
@1
fl (xl) = / 6_11 dl’z HIlZO = T1 e_zlﬂzlzo 101 F(2, 1)
0
fa(z2) = / e 1 dr Ipy>0 = ¢ yy>o  loi £(1)
@2

11 est clair que f(z1,x2) # f1(z1) f2(x2), donc les variables X1 et X2 ne sont pas indépendantes.

(c) Ona X € D= {(x,y) € R?, y = x} bissectrice du plan. Donc I’ensemble des valeurs prises par X est un ensemble
D de R? de mesure de Lebesgue A2(D) = 0: le vecteur aléatoire X n’est pas absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue Ao sur IR%, mais il ’est par rapport & la mesure de Lebesgue sur D.

O

4. (**) Soit L une v.a. positive admettant une densité de probabilité f et X une v.a. de loi uniforme
sur [0,1] indépendante de L. On définit deux v.a. Ly et Ly par Ly = XL et Ly = (1 — X)L
(cela représente par exemple la rupture aléatoire en 2 morceaux de longueurs L et Lo d’une certaine
molécule de longueur initiale (aléatoire) L).

(a) Déterminer la loi du couple (L1, Lo), ainsi que les lois marginales de L et Lo.
(b) Que peut-on dire du couple (L1, La) lorsque f(y) = Ui joo((y) A2ye™Y (A > 0)?
(c) Déterminer la loi de Z = min{Lq, Lo}.

Proof. (a) Soit g: R®> — Ry mesurable. Alors
Elg(L1, L2)] = Elg(X L, (1 - X) L)] = E[h(X, L)),
ou h(x, ) = g(zl, (1 — z)f).

Le but est de trouver une formule du type

E[g(L1, L2)] :/ g(x1,22) f(Ly,10) (21, B2)dx1d>.
R2

Si on prend g = Il avec C' € B(R?), cela nous fournira une densité du couple (L1, L2). Ou, si par exemple,
g(li,12) = I 21 (11)1)— s,y (I2), On trouvera que

z v
Elg(Li,L2)] =P(Ly <z, Ly <y) = / / fery,0y) (@1, 2)dz1dxs.

Le but de ce qui suit est trouver une formule explicite pour f(;, r,). On travaille avec une fonction g arbitraire
(c’est juste plus simple & écrire.)
Par théoreme de transfert appliqué au couple (X, L),

IE[g(L1, LQ)] = IE[h(X, L)] = . h(m,()IP(XL)(dx, dg)

Par indépendance de X et L,
]P(X,L) (dx, df) =IPx (dl’) ®RIPr (dﬂ) = ]I[O,l] (x)f(f)dmdé



Donc,

]E[g(L1,L2)]:/R f(zz)(/o h(x,e)dx)de:/ f(e)/o g(wl, (1 — ) 0)dad.

Ry

Soit le changement de variables 1 = 2 ¢, z2 = (1 — x) £. Alors

B = (Seale ),

avec det agg;’;f) = /{ = x1 + x2. Par conséquent,
T+
N N
R2 1+ 22
La densité commune de (L1, L2) est donc
f(@1 + x2)
f(Ll,Lz)(xlaxQ) = 1+ 29 Ly 250

Lois marginales : puisque X ~ 1 — X, clairement, L1 ~ L2 : les deux coordonnées suivent la méme loi. Soit
maintenant g : Ry — R4 une fonction test mesurable.

wig(z0)] = | + ([ stearas) seorae

Changement de variables : £ x = y, avec £ fixé, donc {dx = dy, dx = %dy. Cela donne

wla) = [ 100 [ awana= [ oo ([ 10a)

Ry

ou on a utilisé Fubini. L; possede donc la densité
> f(e
fnt) = [ LBty >0
Yy

(b) Si f(y) = Lo, 4o0[(y)N*ye Y, nous avons
F0)/e= N,

* f(é) — N\ V.

L1 et Lo suivent donc une loi exponentielle de parametre .

et

(¢) min(L1, L2) = min(X,1 — X) L. Donc, avec g : R+ — R une fonction test mesurable,

wio@) = [ 50 ([ smintu1— ) ) a

_ /OOO £(0) (/Oé g(tu)du + /: g(e(1 - u))du) dr.

On fait un changement de variables dans la deuxiéme expression: 1 — u = v, donc v € [0, %] et

1

/: gl (1 —wu))du= /O§ g(lv)dv.

On reconnait la premiére expression... Donc, en posant y = £ u, avec ¢ fixé, dy = £ du,

w2 =2 [ 10 ( / * ew du> w=s [T 10 ( / Uzy(zz)dy) it
:2/0009(3;) </2:O¥d£) dy.

On conclut que pour y > 0,

O

5. (**) On considere un couple indépendant de v.a. (X,Y). On suppose que X admet une densité f
et que Y est une variable discrete qui prend ses valeurs dans {y,,n € I}, I C N ot (yn),; C R.
Montrer que Z = X 4+ Y possede une densité fz et donner sa formule.
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Proof. Puisque Z = X +y, sur {Y =y,}, on a

P(Z < z) Z]P =Yn, X < 2 —Yn) ZIP P(X<z—y,) = ZIP n)Fx (2 — yn)
nel nel nel
=P =) [ i@de= SR =) [ =y
nel had nel

:/OO<Z]P u—yn)> du,

nel

avec le changement de variables u = x + y,, et puis Fubini. Donc, la densité de Z est donnée par

ZP f(z—yn).

nel
O
6. (***) Soit (X1, -+, X,) un échantillon de n v.a.i.i.d. de loi exponentielle de parametre 1.
(a) Montrer que IP(3(4,5) € {1,--- ,n}*i #j,X; = X;) = 0.
(b) On pose Z = minj<;<, X;. Déterminer la loi de Z.
—nt
(c¢) Soit N =min{l <i<n,X; = Z}. Montrer que N est une v.a. et établirque IP(N =k, Z > ) = -
n
pour k=1,--- ,nett>0. En déduire que Z et N sont des v.a. indépendantes et préciser la loi

de N.

Proof.  (a) P(3(i,j) € {1,--- ,n}?*i # 4, Xi = X;) = fD z) f(y) dX2(x,y), ou D est la premiere bissectrice, soit
D = {(z,9) € R?, = = y}. Comme A\2(D) = 0 alors Jp [(@)f(y) dX2(z,y) = 0.

(b) Z prend ses valeurs dans [0, 00[. Pour z < 0, Fz(z = ( < z)=0. Pour z > 0,

Fz(z):l—IP(X1>zﬂ..,ﬂXn>z):1—(/Ooe*zdx)n:1—e*nz.

En conséquence, Z suit une loi exponentielle de parametre n.

(¢) Si N =min{l <i<n,X; = Z}, cela signifie que N est le plus petit indice pour lequel X; atteint son minimum.
Mais les applications X; et Z sont mesurables, donc les applications Y; = illx,—z + nllx,«z également, d’ou
I'application minlSiSn(Yi) également. Donc N est une variable aléatoire.

Deux preuves possibles:

e Par la formule des probabilités totales: 377 IP(N = j,Z > t) = IP(Z > t). Mais par le fait que les v.a. (X;)
sont i.i.d., alors IP(N = j,Z > t) =IP(N =k, Z > t) pour tout j. D’ou nIP(N =k,Z > t) =1P(Z > t), don
le résultat.

e P(N =k,Z > t) = IP(minjz, Xi > Xp, Xi > t). Comme X}, et min,;«; X; sont indépendants, et comme
IP(minjz, X; > xx) = e~ (=D pour xx > 0, on en déduit que:

—nt

P(N=k Z>t)= / e " e TV Gy, =
t

De ceci, on en déduit que P(N =k | Z > t) =TP(N =k N Z > t)/IP(Z > t) = % et ceci pour tout k =1,...,n
et tout ¢ > 0: les deux variables sont indépendantes.
Et IP(N =k, Z >t) = L pour tout k: N suit une loi uniforme sur {1,...,n}.

7. (**) Soient Xj,..., X, des v.a.i.i.d., uniformes sur [0, 1],.

(a) On pose W; = —log(X;). Montrer que W; suit une loi exponentielle de parametre 1.

(b) On rappelle qu'une loi Gamma I'(«, 8) de parametres (p,«) avec a, 3 > 0 est une loi continue

de densité sur R: go
flap) (@) = () 2 e P,

Soient U,V indépendants telles que U £ [(a1,B) et V £ (g, ). Quelle est la loi de U + V7?7

(¢) En déduire la loi de Wi + -« - + W,
(d) Utiliser le résultat précédent pour trouver la loi de [ ; X;.
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Proof. (a) P(W; > z) = IP(—log(X;) > z) = P(log(X;) < —2) = P(X; < ™) = P(X; < e %), car X; possede une
densité. Enfin, IP(X; < e™®) = e, par définition de la loi uniforme. Donc IP(W; < z) =1 — e~ ": on reconnait
la fonction de répartition d’une loi exponentielle de parameétre 1.

(b) On montre en utilisant la fonction caractéristique que la somme de deux v.a. indépendantes Zi et Z» de lois
I'(a1, B) et T'(aq, B), respectives, suit encore une loi Gamma: I'(a; 4+ a2, 8). En effet, la fonction caractéristique

d’une loi '(a, B) est ¢(u) = (1—i §)". Dol ¢z, 42, (u) = bz, (u) bz, (u) = (1—i 5)™" (1-i§)™* = (1—i%)“1+”‘2
en utilisant I'indépendance entre Z; et Zs.

(¢) Puisque la loi exponentielle de parameétre § est une I'(1, 8), nous avons donc que Wi £ I'(1,1) et donc W1 +

Wat -+ Wn & T(n,1).

(d) Soit Y = Wy +Ws +---+ W, < I'(n,1). Donc, pour z € (0,1),

P(X;-Xo-...- X, <z) =P <z)=IP-Y <logz) = P(Y > —logz) = 1 — Fy(—logz),

avec Fy la fonction de répartition de Y. La densité de X; - Xz - ... X,, est donc donnée par

1
p fn,1y (= log z) Tze (0,1,
avec f(,,1) la densité de la loi I'(n, 1).

O

8. (**) Soient X et Y deux variables aléatoires exponentielles indépendantes de parametres o > 0 et
B >0. Onpose S=min(X,Y)et T =|X-Y]|.

(a) Calculer IP(S >a,T>0,X >Y)etP(S>a,T>0X<Y).
(b) En déduire IP(X < Y), la loi de S, et la loi de T'.

Proof. (a) Choisissons a et b des réels positifs (les autres cas ne sont pas informatifs). Alors

]P(S>a,T>b,X>Y):]P(Y>a,X—Y>b):/ 56—“/ ae ““drdy
a b+y

o —ab—(a+t
:/ ﬂe,a(ber),gydy: Be @ (a+B)a

a+
ae—Bb—(atB)a
Par symmétrie, P(S > a, T >0, X <Y)= ————
a+f
ae—Bb—(a+B)a
(b) 11 suffit de choisir a = b = 0 pour en déduire IP(X <Y) = A
@
Par ailleurs, on choisissant b = 0, on a
—(a+B)a —(at+p)a
P(S>a)=P(S>a,X <Y)+P(S>aX<Y)=bLE 4o _ e tBa

a+f a+p

donc S suit une loi exponentielle de parametre a + f.
Pour la loi de T, on fixe a = 0 et
Be b  aqe Pt Be b f e PP

]P(T>b):]P(T>b,X<Y)+IP(T>b,X<Y):a+5+a+ﬁ: P

On en déduit que la densité de T est ap
a+f

(efcm: + 67636) szo.

9. (**) Soit (X1, X2, X3) vecteur aléatoire centré de matrice de covariance
21 3
A=11 5 6
3 6 9

(a) Calculer la variance de X3 — a1 X] — aa Xo.

(b) En déduire que X3 est une combinaison linéaire de X; et Xy p.s.
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(¢) Plus généralement, pour un vecteur aléatoire Y de matrice de covariance I', donner une condition
nécessaire et suffisante sur I' pour que 'une des composantes de Y soit une fonction affine des
autres composantes de Y p.s.

(d) Soit maintenant Z un vecteur aléatoire & valeurs dans R?, d > 1. Supposons que Z admette une
densité f par rapport & la mesure de Lebesgue sur R%. Soit 2 € R un vecteur non-nul. Montrer
qu’alors la v.a. U = 'z Z a une densité sur R.

(e) SiY est un vecteur aléatoire de matrice de covariance non-inversible, peut-il avoir une densité?

PT’OOf. (a) On avar(X3 — a1 X1 — aeX2) = cov((—ozl, —Qa, l)X) = (—a1,—a2,1) At(—al, —az2,1), donc var(Xs —
a1 X1 — azXz) = 20(% + 50[% +201 09 — 61 — 122 + 9.

(b) On peut calculer le déterminant de la matrice A, et on montre que det(4) = 0. Donc 0 est valeur propre. On
peut alors déterminer le sous-espace propre associé a 0. Cela revient a résoudre le systéme:

Y

{2m+y+3z = 0
_y.

T
z+ 5y + 62 0 { z

Le sous-espace, qui est de dimension 1 est donc généré par le vecteur (1,1, —1). On en déduit qu’en choisissant
a1 = az = 1 alors var(Xs — a1 X1 — a2 X2) =0, soit X3 = X1 + X2 p.s.

(c) Il est clair que cette CNS est ”la matrice de covariance admet 0 comme valeur propre” (ou bien son déterminant

est nul).
(d) Comme z est un vecteur non nul, on peut alors considérer (f2,..., fq4) famille orthonormée de d — 1 vecteurs de

R? telle que (H%H’ fa, ..., fa) soit une base orthonormale de R? (on a ||z|| > 0 car = non nul). Ainsi, pour u € R,

on a

T ¢ x ¢
IP(Ugu):/ f((txz)w+z<fj,z>fj)d)\d(z):/ f(z;m+2z;fj)dz;...dz;
toa<u — o2} <u —
j=2 1 Jj=2

d
T
:/ZiS ) (/Rdlf(21|x|+;?«’;fj) dZé...dZ/d)dzi

(K]

aprés un changement de variable de déterminant = 1 (changement d’une base orthonormale & une autre base
orthonormale) et en utilisant Fubini. si 'on note

d
’ ;X ’ ’ ’
fz(Zl) —/Rdlf(21||x||+j2=22jfj) dZQ...dZd

on a pu écrire Fiy sous la forme [T21 f,(21)dz} = Szl fz(t/[z]) dt, ot fu est une fonction positive mesurable,
donc U est une variable continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

(e) On montre que Y a une densité sur le sous-espace vectoriel de R? constitué par la somme directe des sous-espaces
propres des valeurs propres non nulles de la matrice de coviance.

O
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Feuille n° 3:

Vecteurs gaussiens

1. (*) Soit X = (X1, X2, X3) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance
310
I'=1 120
0 01

(a) Quelle est la loi de X3 et celle de (X7, X2) et que peut-on dire de ces 2 vecteurs aléatoires?
(b) Déterminer la densité de la loi de (X7, X, X3).
(¢) Quelle est la loi de (X7 — Xo, X3 — X7)?

Proof. (a) X3 =AX avec A="(0,0,1) est donc une variable gaussienne comme combinaison linéaire issue de X et
E[X3] = AE[X] =0, var(X3) = Acov(X)*A = 1. Donc X3 L N(0,1).

1 0 O . . 0 3 1
01 0 ) Donc le vecteur (X1, X») est gaussien de loi N(( 0 ), ( 1 9 ))

(X1, X2) et X3 sont deux vecteurs issus du méme vecteur gaussien. De plus, pour tous (a1, a2) € R?, cov(Xs,a1 X1+
a2X2) = aicov(Xs, X1) + azcov(Xs, X2) = 0 d’aprés la matrice de covariance. Donc (X1, X2) et X3 sont
indépendants.

(X1,X2) =BX avec B= (

(b) La densité de la loi de (X1, X2, X3) est directement donnée par le cours:

1 1 _
fz1,z2,x3) = — = (1,22, 23) ”(5017562,13))

(27)3/2 /det (D) exp (=

t($1,$2,$3)

S W =
S} Sl e R ]

(C) 7 = (Xl 7X2,X3 *X1) = BX avec B = (
matrice de variance covariance est:

cov(Z) = Beov(X)'B = ( Lo >

O

2. (**) Soit X une v.a. réelle normale centrée réduite et soit Y une v.a. indépendante de X, & valeurs
dans {—1,1} telle que IP(Y = 1) = 0.5. On considére la v.a. Z=XY.

(a) Déterminer la mesure de probabilité de Z.
(b) Déterminer cov(X, Z). Les variables X et Z sont-elles indépendantes?

(c) Déterminer la mesure de probabilité de X + Z. En déduire que la somme de 2 variables gaussi-
ennes non-corrélées peut ne pas étre gaussienne.

Proof. (a) Pour tout 2 € R,onalP(Z < 2) =P(Z <2nNY =1)+P(Z < 2NY = —1) par la formule des
probabilités totales. D’'ot IP(Z < 2) =P(Z <z |Y =1D)P(Y =1)+P(Z<2|Y =-1)P(Y =-1)= 3 (P(X <
z) +IP(—X < z)) car X et Y sont indépendantes. Or IP(—X < z) = IP(X < z) car X a une loi symmétrique,

donc IP(Z < 2) =P(X < 2): Z & N(0,1).

(b) cov(X,Z) =E[X Z] = E[Y X?] = E[Y]IE[X?] =0 car Y est indépendante de X et du fait que IE[Y] = 0.
X et Y ne sont pas indépendantes car IP(|X| < 1) > 0, IP(|Z] > 1) > 0 et P(|X| < 1N |Z]| > 1) = 0, donc
P(X|<1nl|Z|>1) #P(X| < 1)P(|Z] > 1).

(c) OnaX+Z=X+XY =X(1+Y)=2XU,ouU L B(1/2) et U indépendante de X. Donc pour tout B € B(R),
alors IP(X + Z € B) = 1 6joyep + 5 Pax(B), out IPax est une loi N(0,4).

On a donc X et Z qui sont deux v.a. gaussiennes centrées réduites, non corrélées, mais telles que X et Z ne sont
pas indépendantes et une combinaison linéaire de X et Z, telle que X + Z, ne sont pas gaussienne.

O
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3. (*) Soit X et Y deux v.a. indépendantes de loi commune N(0,1). Déterminer la loi de Z =
(X +Y), celle de W = 3 (X —Y)? et enfin celle de Z/vVW.

V2
Proof. Comme X et Y sont deux v.a. indépendantes de loi (0, 1), alors le vecteur (X,Y) est gaussien (centré réduit).
Comme Z et Z' = % (X —Y) sont des combinaisons linéaires de (X,Y), alors le vecteur (Z, Z') est gaussien.

Par ailleurs, E[Z] = [E[Z] = 0, var(Z) = var(Z') = 1 et cov(Z,Z') = 4 (var(X?) — var(Y'?)) = 0. Comme le vecteur
(Z,Z'") est gaussien, on en déduit que Z et Z’ sont indépendantes et de loi N'(0,1).

Comme Z' & N(0,1) et W = (Z')% alors W £ y2(1).

Enfin, comme Z et W sont indépendantes, Z/vVW L t(1), loi de student & 1 degré de liberté. O

4. (**) Soient X et Y des v.a. indépendantes de loi N(0,1).

(a) Déterminer la loi du couple de (X +Y, X —Y). Que remarque-t-on?
(b) Déterminer également la loi du couple (X/Y,Y) puis celle de la v.a. X/Y. Les via. X/Y et Y
sont elles indépendantes?
(c) En déduire la densité de la loi de Student de degré 1.
Proof.  (a) Voir I'exercice précédent (X +Y, X —Y) L ./\/(( 8 ) , ( (2) (2) )) et (X+Y) et X —Y indépendantes.

(b) Le couple (X/Y,Y) prend ses valeurs dans R?. De plus, les lois de X/Y et Y sont symétrique. Pour déterminer
la densité du couple, considérons u € R et y < 0 (le cas y > 0 sera obtenu par symmétrie. Alors:

Fix/vyy(u,y) = PX/Y <unY <y)
P(X >uY NY <y)

/_y fx (y/)/oj fx(x')dz'dy’ (Fubini)

/ " he) (1— Fx(uy')) dy'

En considérant %F(X/yyy)(u, y) on obtient donc que pour y < 0 et u € R,

2
f(X/Y,Y)(u7 y) = MF(X/Y,Y)(uvy) = —y fx(y) fx(uy).

On en déduit que pour tout (u,y) € R?,

_ 1yl ( 1 2 )
foxpyn(wy) = 5 exp (= 5y (1+u’)).

On peut alors facilement déduire la densité de X/Y:

fxyy(u) = /00 M exp(f %y2(1 +u2)) dy =

—o0

c’est-a-dire la densité d’une loi de Cauchy.
Les v.a. X/Y et Y ne sont donc pas indépendantes car le produit des densités est différent de la densité du couple.

(c) La loi de Student de degré 1 est celle de X/vY2, puisque X et Y sont indépendantes et Y2 £ x*(1). Mais

VY2 =1Y], et par symétrie X/|Y| £ X/Y. La loi de Student de degré 1 est donc la loi de Cauchy.

5. (**) Soit X = (X1, X2) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance

1 2
I'= .
(a) Montrer que I' est bien une matrice de variance-covariance et déterminer ses valeurs propres et

leurs sous-espaces propres associés.

(b) Démontrer que E[(2X; — X3)?] = 0. En déduire la densité de la loi de (X1, X3) par rapport a
une mesure que ’on précisera.

(¢) Généraliser a un vecteur gaussien quelconque dont la matrice de covariance est singuliere.
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Proof. (a) On a T symétrique, Trace(T) = 5 > 0 et det(I') = 0 > 0: la matrice I est bien celle d’une variance-

covariance.
On déduit que 0 et 5 sont les 2 valeurs propres. Le sous-espace propre associé a 0 est {(z,y) € R?, = + 2y = 0}
donc engendré par le vecteur (2, —1). Le sous-espace propre associé & 5 est {(z,y) € R?, — 4z + 2y = 0} donc

engendré par le vecteur (1,2).
(b) On a E[(2X1 — X2)?] = var(2X1 — X2) = 4var(X1) + var(X2) — 4cov(X1, X2) =4 +4 -8 =0.
On a donc 2X; = X3 p.s.
De ce qui préceéde on en déduit que le vecteur X prend uniquement ses valeurs sur la droite 2z = y. Et sa mesure
de probabilité sur cette droite est gaussienne et centrée:

1 2
P((X1, X eA:/—’t/Qd)\:xt
((X1,X2) € A) vt fy=22}(t)

La densité de (X1, X2) sur la droite y = 2z est la densité gaussienne centrée réduite.
(¢) Sila matrice de covariance est singuliere, alors 0 est valeur propre de multiplicité mo > 1. Or si X £ Na (0, F),

alors comme I' est symétrique, il existe une matrice @ orthogonale (telle que Q'Q = I,,), I' = Q D'Q avec D
une matrice diagonale contenant les valeurs propres, et on supposera que les mo premieres valeurs sont des 0. On

peut alors écrire que X = I''/2Z, ou Z X N(0,1,), donc X = QDY?*'QZ. Mais on a Z' = 1(Z1,...,2),) =
'QZ & N(0,1,), don DV2'QZ = DY2Z' = *(0,...,0,A\1 %y, -, ApZh), ot les A1,..., A, sont les autres

valeurs propres que 0. Donc X ne dépend que des Z,, 41, .., Zp, X est donc un vecteur gaussien appartenant
uniquement 3 Ej (orthogonal du sev propre associé & 0) de dimension n — my.

O

6. (***) Soit X = (X1, X2, X3, X4) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance I'.

[€<3,X>] ltsps

(a) Démontrer que IE =e2 pour tout s € R*. En utilisant I'unicité du développement

en série entiere, en déduire que IE[ < s, X >* ] =3 (ts r 5)2. En déduire que
1E[X1X2X3X4] = ]E[XlXQ] IE[X3X4] + IE[Xng] ]E[X2X4] + IE[X1X4] IE[XQXg]
(b) Déduire également que IE[X; X5 X3] = 0.
(c) Si (X,Y) est un vecteur gaussien d’espérance m et de matrice de variance-covariance I' =

2
(X 7% ), en déduire var(X?) et cov(X2,Y?).
oXy Ox

Proof. (a) On va utiliser la densité de X. Ainsi pour tout s € R*,

IE[6<S’X>] exp (tsx . trpt :c) dx

1
B /114 (2m)2 /det(T) 2

“ o

(
= exp( ( rt/? )(z—Fl/Qs)—tst))dz
1

5 €xp teTH/2, - = )dz

RA (27r

_ ltsI‘s/ ( 1t / /) /
= e2 exp — "2z )dz
re (27)? 2

1t
3 sl"s'

= e

k k
On sait que ¢* = 32 /%5 pour tout € R. Donc IE[e<S’X>] = IE[Z:O:O <S’Ii> ] pour tout s € R*. Par

ailleurs, la série étant convergente et les moments IE[| < s, X > |*] < oo étant tous finis (car < s,X > est une
variable gaussienne) alors pour tout s € R*,

B[ X>] = i <s, X> ].

Mais on a également pour tout s € R*,

oo [t J
¢ s's
6%f51"5:1+ (2] ")
i=1 I
Par unicité du développement en série entiere, il y a donc égalité des 2 développements et donc égalité des
coefficients devant les différents moments en s. Pour le moment d’ordre 4, on en déduit donc que:
IE[<5,X>4] (tst)2 4 ‘ Py 4
1 = %29 = IE[<3,X> ]:3(SFS) pour tout s € R*.
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Si s = *(s1, 82, 83,54), en développant < s, X >4= (51 X1 + s2X2 + s3X3 + 34X4)4, on obtient que le terme en
51828384 est 6 X1 X2 X3X4, donc celui de IE[ <s, X >4] est 6 IE[X1X2X3X4].
D’autre part, ‘sT's = S* . S2IE[X?] + D i<icj<a $i8;E[XiX;], donc si I'on regarde le terme en s1s2s3sa de

(ts r 3)2, on obtient: -
2 (]E[.Xl.XQ] E[X3X4] + E[X1 X3 E[X2X4] + E[X1X4] IE[X2X3])
Par conséquent, en égalisant les 2 termes en sis25354, on obtient bien que:
IE[X1X2X3X4] = E[X1Xo] E[X3X4] + E[X1 X3] E[X2X4] + E[X: X4] E[X2X3].
Si 'on prend dans le développement précédent IE[ < 5, X >3 ], I’égalité des développements en série entiere

montre que nécessairement IE[ < s, X >3 } = 0, donc par exemple IE[X; X2 X3] = 0.

Commencons par le cas ott m = 7(0,0). Alors var(X?) = IE[X*?] — E[X?)? = 30% — 0% = 20% d’aprés 1’4galité
précédente (en prenant X; = X2 = X3 = X4 = X) et cov(X?,Y?) = E[X?Y?] - 0kot = 2E[XY]E[X Y] =
20%y (en prenant X = X1 = Xo et Y = X3 = Xy).

Si (X,Y) est maintenant un vecteur gaussien d’espérance m = ‘(IE[X],IE[Y]), on en déduit que

var(X?) = 4IE[X]? 0% + 20% et cov(X?,Y?) =4E[X]E[Y]oxy + 20%y-
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Feuille n° 4:

Convergence et théoremes limites

0. (*) Soit X( une v.a. définie sur (2, 4,IP) et pour n € N*, on définit X,, = Xo/n. Démontrer que
(X,) converge en loi, en probabilité et presque-siirement vers une limite que l'on précisera. Qu’en
est-il pour la convergence dans LP?

Proof. e Pour la convergence en loi, on commence par la caractérisation avec les fonctions de répartition. Ainsi
pour z € R, on a:
Fx,(x) =P(X, <z)=IP(Xo <zn).
Quand z > 0 alors xn — 00, et limy— 00 P(Xo < zn) =1.

n—oo

Quand z < 0 alors xn — — 00, et limp00 IP(Xo < zn) = 0. Or il n’existe qu’'une seule v.a. dont la fonction

n— oo
caractéristique vaut 0 sur ]|oo,0[ et 1 sur ]0,00[, c’est celle de masse de Dirac en 0, donc presque siirement la

c . .
constante 0. Donc X,, — 0 (on notera que la convergence n’a pas lieu pour x = 0, mais ce n’est pas grave
n— o0
puisque la fonction de répartition de 0 n’est pas continue en 0).

e On peut également obtenir la convergence en loi avec les fonctions caractéristiques. Ainsi on a pour tout u € R:
$x, (1) = B[ "X = E[e*¥o/"] = / ¢ HX0/™ gD ().
Q

Or pour tout w et tout u, on a e *X0)/m 5 1. De plus pour tout n € N*, w € Q et u € R, |ei“X“(“’)/"| <1,

n—oo
et fQ 1dIP = 1 < co. On peut donc appliquer le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue et pour tout
u € R, ¢x,(u) —> 1. Et comme 1 est la fonction caractéristique de la constante 0, par le théoréme d’inversion
n—oo
on en déduit que X, i) 0.

n— 00

e On montre également la convergence en loi avec la caractérisation par les espérances. Soit g : R — R, bornée et
continue. Alors:

B[o(X,)] = Elg(Xo/m)] = [ o(Xo(w)/n) dP(w).
Q
Or g est continue sur R, donc comme pour tout w € Q, Xo(w)/n — 0, gXo(w)/n) —> ¢(0) par continuité
n—oo n— oo

en 0. Par ailleurs, g étant bornée, pour tout n € N* et w € Q, [gXo(w)/n)| < sup|g| et [, sup|g|dIP = sup|g| <
0o. On peut donc appliquer le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue et pour tout g continue bornée,

E[g(X,)] — E[g(0)] =g(0). On en déduit que X, -5 0.
n— o0

n— oo

e On va considérer la convergence en probabilité. On sait que X,, converge en loi vers 0. Or si (X,,) convergeait en
probabilité vers une autre limite que 0, comme la convergence en probabilités entraine la convergence en loi, il y
aurait une contradiction. Donc si (X,) converge en probabilité ce ne peut étre que vers 0. Pour le démontrer, on
pose € >0 et on a

IP(|X, — 0] > ) =P(|Xo| > en) =IP(Xo > en) +IP(Xo < —en).

On a IP(Xo < —en) = Fx,(—en) — Ocar —en — —oo. De plus IP(Xo > en) =1 —1P(Xo < en) et
n—o0

n—00

IP(XO < sn) —— 1. Donc on a bien IP(|Xn —-0| > 5) — 0 et ainsi X, 20
n— oo

n— oo n—-+4oo
Cependant, on aurait pu faire beaucoup plus simple puisque la convergence en loi vers une constante est équivalent a

s s . c o1 P
la convergence en probabilité vers une constante, donc ayant montré X,, — 0 on avait directement X,, — 0.
n—oo n——+oo

e La convergence presque stre est souvent la plus difficile & démontrer. Dans cet exercice c’est la plus simple! En
effet, pour tout w € Q, X, (w) = Xo(w)/n —> 0: il y a convergence "siire” sur  donc X,, =5 0.
n—0o0

n—oo
Si on avait initialement commencé par cette convergence, on avait directement la convergence en loi et probabilité,

puisque la convergence presque siire entraine les 2 autres.
e Pour la convergence dans IL? avec p > 0, celle-ci n’est possible que si X € IL?, donc si || Xo||, = (IE[|Xo|p])l/p < 00

Dans ce cas, IE[| X, — 0|P] = %ﬁlp] — 0, donc X, oo
n—oo

n—oo
Si Xo ¢ ILP, alors (X,) ne converge pas dans IL”. Question? Peut-il exister une v.a. Xo qui n’appartiennent a

aucun IL? pour tout p > 0. Ceci est possible par exemple en considérant Xy une variable positive continue de
densité f(z) = C (x In*(z))~* pour x > 2. On pourra trouver C' car l'intégrale de f existe sur [2, oo (intégrale de
Bertrand), mais en revanche IE[X}] = C [, 2”~" In"?(z) dz = oo pour tout p > 0.

O
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1. (*) Soit (X,), une suite i.i.d. de variables de Bernoulli de parametre 6 €]0, 1].

P

(a) Montrer que X, =n1Y"" | X; — 6. En déduire que X,(1 — X,) — 6(1—90).
n—-+oo n—-+oo
(b) Montrer que v/n(X, — 0) =5 N(0,0(1 — 0)).
n—oo
(c) Montrer que /n(X, — 0)? 5 0.
n—-+o0o
(d) Déterminer la loi limite de /n (X, (1 — X,) — 6(1 — 0)) pour 6 # 1/2.
Proof. (a) En appliquant la loi des grands nombres dont les hypothéses sont respectées, comme IE[X;] = 6, alors
X,=n'Y0 X, % 6.
Soit la fonction g(x) = x(1 — z) pour = € R, fonction continue sur R: donc g(X,) % g(60), soit le résultat.

(b) On applique le théoréme de la limite centrale dont les hypotheses sont respectées et avec var(Xi)0(1 — 6), on
obtient bien \/n(Xn —0) —= N(0,0(1 — 6)).

n—
(c) D’apres le résultat précédent, n'/*(X, — ) = n71/4(\/ﬁ(yn —-0)) £, 0. Comme cette limite en loi est vers
n— oo
une constante, cette limite est aussi en probabilité. On applique alors la fonction carré, qui est continue, et on
obtient bien \/n(X, — 6)? % 0 en probabilité.
—+o0

n

(d) On applique la delta-méthode, avec la fonction g(z) = z(1 — z) pour € R, et on obtient pour 6 # 1/2,

Vi(9(Xa) — g(0)) = Vi (Xa(1=X,) —0(1—0)) =5 N(0, 6(1—6)(1 — 20)?)

n— oo

car g'(x) =1—2z et g'(9) = 1 — 26.
Pour 6 = 1/2, en allant plus loin dans le développement de Taylor

n (o) = 9(0) = 5 (VK= 0)’g"(0) = n(Fall-Xa)= 1) 55 — 1220,

n— oo

O

2. (*) Soit (X)rew une suite de v.a. telle que IE[X?] < co pour tout k € N et cov(X;, X;) = 0 pour
i # j. On suppose qu’il existe des réels m et C tels que pour tout k, IE[Xy] = m et varX < C.
Montrer que la suite des X,, converge vers m dans IL? et en probabilité.

Proof. On a E[(X, —m)?] = & >, var(X;) < € — 0. D'ou la convergence de X, vers m dans IL>. Et

" n—oo

N ey s . P
comme la convergence dans IL? entraine celle en probabilité, on a aussi X, — m.
n——+oo

O

3. (**) [Hors Progamme]| Soit (X, )nen une suite de v.a. indépendantes a valeurs dans IN. Montrer
que :

(a) ((X,) converge en probabilité vers 0) <= (la suite (IP(X, > 0)) tend vers 0).

oo
(b) ((X,) converge presque-stirement vers 0) <= (la série Z IP(X, >0) <o0).
n>1
(c) On suppose que (X,,) suit une loi de Poisson de parameétre «,,. Etudier la convergence de la suite
(X,,) dans IL! puis presque-stirement dans les cas ot o, = 1/n et o, = 1/n2.

Proof. (a) On va utiliser le fait que les X, sont & valeurs dans N et ainsi pour tout 0 < ¢ < 1, P(|Xn —0| > ¢) =
IP(X, > 0). Dot le résultat (si € > 1 alors P(X,, > ¢) < IP(X,, > 0)).

(b) On sait que puisque les v.a. sont indépendantes, alors (X,, 2% 0) <= (Ve > 0, Z P(| X, —0|>¢) <o0).

n— oo
n>1

Mais comme précédemment cela revient & remplacer par IP(X, > 0).



19

(¢) Comme (X,) suit une loi de Poisson de parameétre o, avec o, — 0 alors comme IE[X,] = a,, on a aussi
n— oo

E[|X, —0]] — 0, donc la suite (X,,) conerge vers 0 dans IL*.
n—oo

Si on utilise I’équivalence précédente, on commence par calculer P(X, >0)=1-1P(X, =0)=1—e" %" ~ ay.
On en déduit que si o, = 1/n alors > ., IP(X, > 0) = 400 donc il n’y a pas convergence presque-siire, mais si

an =1/n% alors 3 ., P(X, > 0) < co donc X,, =5 0.

n— oo

O

4. (**) [Hors Progamme] Soit (X,,) une suite de v.a. positives telle que X411 < X, p.s. pour tout

n € N. Montrer que X, P20 si et seulement si X, P, 0. En déduire que si (Y},) est une suite
n—o00 n—4o0o

, . L. . D.S. .
de v.a. non nécessairement positives, et si on note Y* = sup~,, |Yx| alors Y, — 0 si et seulement
- n—oo

. P
siYy — 0.
n—-+o0o

Proof. La convergence p.s. implique celle en probabilité. 11 suffit donc de démontrer la réciproque. Supposons donc
que pour € > 0 fixé, IP(X,, > ¢) — 0. Posons A, := {X,, < e}. Nous avons donc que P(A5) — 0. Donc il existe une
sous-suite (nx)r telle que >°p7 ; P(A5,) < oco. Ici on utilise : si x,, > 0 et x,, — 0, alors il existe toujours une sous-suite
telle que >~72 | n, < co. Et on applique avec z, = IP(A},).

Par le lemme de Borel-Cantelli, nous savons que IP(limsup A7, ) = 0 ou encore IP(liminf A,,) = 1. Pour tout w €
liminf A,, (qui est un ensemble de proba 1) il existe donc ko = ko(w) tel que A"ko est réalisé, ce qui veut dire que
Xny, (w) < e. Puisque la suite est décroissante, on en déduit que limsup,,_, ., Xn(w) < e.b Ou encore

limsup X,, < € presque surement.
n—o0

Puisque € est arbitraire, cela implique que limsup,,_, o X» = 0 p.s. donc le résultat.

(Y,7) est une suite de v.a. positive et décroissante. De plus Y, 2% 0 est équivalent 4 Y, ZZ 0. D’ou le résultat.
n—r o0 n—oo
O

5. (**) Soit Q = [0, 1] et soit la suite (X,,) de v.a. définies sur (2, B([0, 1]),IP) ou IP est la loi uniforme
sur [0,1] et telle que pour tout n € N:

X,(w)=(n+1)2w"—(n+1) pour tout w € [0,1].

Que vaut IE[X,,]? Démontrer pourtant que X, % — 00. La suite (X,,) converge-t-elle dans IL2?
n—-+0o0

1
Proof. OnaB[X,] = [} ((n+1)2w" — (n+1)) dw = [(n 1) w"ﬂ —(n+1)=0.

0
Pour tout w € [0, 1], (n4+1)*w™ — 0donc Xn(w) = —oco. Ainsi pour tout e > 0, IP(| X +(n+1)| > ¢) = P({1}) = 0.

n—o0

On en déduit donc que la variable X,, 4+ (n + 1) tend en probabilité vers 0 donc X, i> — 00.

n—-+oo
Si X, converge en probabilité vers —oo, alors la seule limite possible dans IL? pour (X7) est —oco. Mais pour toute suite
réelle (an),

E[(Xn — an)’] = E[X.] — 2a, B[X,] +a’
_ 2((n41)? >
o (n+1)(2n+1 1)+a"
— “+00.
n— oo

Donc X, ne tend pas vers —oo dans IL? et on s’apercoit méme que c’est pour a, = 0 que la distance IL? entre X, et a,
est la plus petite (mais pour autant X, ne tend pas du tout vers 0 dans ILQ).

O

6. (**) On suppose X, £y e pour une suite de v.a. (X)), a valeurs réelles et c € R. Soit ¢ : Ry - R
n—oo

définie par ¢(x) = min(z, 1).

(a) Soit € > 0. En utilisant une caractérisation de la convergence en loi, quelle est la limite de
E[¢(| X, — ¢|/¢)] quand n — o0?

(b) En déduire que X, £ oe

n—-+00
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Proof. (a) La fonction ¢ est continue et bornée. Comme X, £, ¢ alors | Xn — c|/e —> 0, alors IE[¢(| X, —
n— oo
/)] — Elp(0)] =0
(b) Pour € >0, ¢(|Xn —c|/e) =1 pour | X, —c| > e et ¢(| Xy —c|/e) = |Xn — c|/e sinon. On en déduit que

E[p(|Xn —cl/e)] = E[o(|Xn —cl/e) Uix, —cj>c] + E[o(|Xn — cl/e) Tjx, —c|<e]
e lr —c
= E[lx, ] +/_ | |dFXn(I)
= P(|Xn—cl2e)+ / Ty

Mais on peut écrire que

[ @ - é/ (z — ) dFx, (@ )+§/C (c— x) dFx, ()

c—e cte
= é([QE*CFXn ) / Fx, (x )d:rJr[(cfx)Fxn / Fx, (z dz
— (e s—c)+0+0):0,
n—o0 E

car pour tout z > ¢, Fx,(x) —> 1 et pour tout z < ¢, Fx,(x) — 0. En conséquence E[¢(|X,, — c|/e)] et
n— o0

n—oo

IP(|X,, — ¢| > €) on méme limite, donc IP(| X, —c| > ) — 0, soit X, % c.
n—oo n—-+0oo

O

7. (***) Soit (X, )nen une suite de v.a.ii.d. telle que IE[X?] < co. Soit Y = X} pour k > 1. Peut-on

obtenir la loi faible des grands nombres pour la suite (Yj)? La loi forte des grands nombres? Dans
le cas particulier ou les X} suivent une loi normale centrée réduite déterminer un théoreme de limite
centrale.

Proof. On va supposer, sans perte de généralité IE[X1] = 0 puisque (Y,,) a la méme espérance que (X,) et on notera
0% = var(X1). On sait que var(Y;) = ‘Tk—Q Par ailleurs, cov(Yy, Yz) = % pour k < £. On en déduit que:

var(% Y Yk) 12 (Zvar(Yk +2 Z COV(Yk,Yg))

n
k=1 1<k<t<n
2
o 1
T on2 (14_2 25: E)
1<k<t<n
2
o k
T on2 (14_2253 )
1<k<n
2071
o~ 4:14}%32 0.
n n— oo

En utilisant I'Inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on en déduit que Y, 25 o.

n——+oo
Pour une suite numérique (u,) convergeant vers une limite ¢, on sait que la somme de Cesaro = >} 1 Uk converge vers

£. Dans notre cas, considérons 2\ N 'ensemble des w € Q tels que Y, (w) e 0. Et comme Y,, %% 0, on sait que
n—oo

IP(N) = 0 (ensemble négligeable). Comme somme de Césaro, on a donc pour tout weQ\N, L3 Vi(w) — 0,
n— o0

ce qui implique:
> Ve B3
k=1

Si X, N(0,1), alors (Yi,...,Y,) est un vecteur gaussien et (% >orey Yk)n est une suite de v.a. gaussienne. On en

S

déduit donc du calcul effectué plus haut que

ibéYk 5N(07var(i§Yk)) — 21n ZYk £, N(0,1).

n—oo

O

. (**) Appliquer le théoreme limite central & une suite de v.a.i.i.d. de loi de Poisson de parametre 1
pour trouver la limite de la suite
nok
n
— —-n
n= e Z k!
k=0
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Proof. On sait que si les X} sont des v.a.i.i.d. de loi de Poisson de paramétre 1, alors > r—1 X suit une loi de Poisson

de parametre n. Donc
n k n n
_ n 1
n=e S =P (Y K<) =P(- Y Xi-1<0).
¢ ’ k:Ok! k=1 = [t ' ="

Mais si on applique le TLC & (X&) ce qui est possible puisque les X sont des v.a.i.i.d. de variance 1, alors:
\/H(l zn:xk - 1) £, N(0,1).
n 1 n— 00 ’

De ceci on en déduit que u, — P(N(0,1) <0) =1/2.
n—o0
O

(***) Soit (X,),, une suite de v.a.ii.d. centrées de variance commune 1. Soit (ain)i<i<n,neN une
famille de réels telle que >/, a?n = 1 pour tout n € N*. On va montrer que si maxi<j<n |a;n| — 0,
’ - n—oo

alors la suite des (S,) telle que S, = > ;" | a; »X; converge en loi vers la loi N'(0,1).

(a) Montrer que si (z;) et (z}) sont deux familles de nombres complexes tels que |z;| <1 et |2} <1

pour tout j, alors
n n n
NICRICE e
j=1 j=1 j=1

(b) Déterminer la fonction caractéristique de S,,. En déduire sa limite en utilisant I'inégalité précédente.

Proof.  (a) Par récurrence sur n, montrons que
n n
. /
Zj — Z]
=1 j=1

En effet, la relation est clairement vraie pour n = 1. Si elle est vraie au rang n alors par inégalité triangulaire,

n

<z - 4l

j=1

n+1 n+1

X /
Zj — Zj
Jj=1 Jj=1

n

n
! !
Zn+1 Zj T Zn+1 Zj
Jj=1

j=1

n n n
/ / !/
< ‘(Zn+1_zn+1)HZj + an(sz—sz)‘
=1 j=1 j=1
n n n+1
! ! /
< |zn+1fzn+1|+’szszj SE |25 — z;].
j=1 j=1 j=1

La relation est donc vraie au rang n + 1.

(b) Considérons la fonction caractéristique de S, et montrons qu’elle converge vers celle d’une loi (0, 1).
Soit u € R. Alors ¢g, (u) = IE[e“‘S"] = [Ip_, E[e’“*n¥k] en utilisant I'indépendance des Xj. Comme par
hypothése maxi<i<n |ai,n] —> 0, alors pour tout k € {1,...,n}, on peut utiliser un développement de Taylor
- n—r o0

d’ordre 2 en 0 de chaque fonction caractéristique ¢x, (uak,n) = IE[€’ “a’“v"X"‘] et on obtient avec les ei,, tels que
maxi<k<n |5k,n| — 0,
n—oo

1 1
ox, (warn) = ¢x, (0) + d)/Xk 0)wak,, + 3 qS/)/(k (0) u? ai,n + 0(u2 ai,n) =1- 3 u? ai’n + €kn (u2 ai,n),

car ¢'x, (0) =1 [E[X}] = 0 et ¢, (0) = —IE[X?] = —1. En utilisant I'inégalité, comme pour n suffisamment grand
‘1 — %uQ azyn‘ <1 pour tout k € {1,...,n} du fait que maxi<k<n |ar,n] —> 0, ceci entraine que
- n— oo
n 1 n
2 2 2 2
’qi)sn(u) - H (1 - ak,n)’ < Z |ek,n| u” akn
k=1 k=1
n
2 2
< w max. |k, Zak,n
k=1
< w® max |eg,] — 0.
n— oo

1<k<n
Pour n suffisamment grand, on a avec le développement de Taylor de la fonction log et maxi<g<n |€} ] —> O,
- = ’ n—oo

n

1 ~ 1 = 1 1
log ( H (1 - §u2 ai,n)) = §log (1 — §u2 ai’n> = Z ( — §u2 ai,n(l +5§c7n)) n:; — §u2.

k=1 k=1
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2 2
/2 et de méme ¢g, (u) — e~ /2 qui est la fonction
n—oo n—oo

De ceci on en déduit que J];_, (1 — %uQ ai’n) — e
caractéristique d’une loi N(0, 1).

O

10. (**) Soit (Xy),, une suite de v.a.i.i.d. centrées de variance commune o2 > 0.
1 n
(a) Rappeler la limite en loi de S,, telle que S,, = ﬁ jz:lX j-

(b) Décomposer la variable S, en fonction de S, et d’une variable aléatoire \S;, indépendante de S,
et de méme loi.

(¢) En raisonnant par l’absurde, montrer que S,, ne converge pas en probabilité (on pourra montrer
que si c’était le cas, S, convergerait aussi en probabilité et étudier sa limite).

Proof. (a) Le TLC peut pleinement s’appliquer et on a S, = L ZXJ' = \/ﬁl (Yn — Obig) N N(0,1).
U\/ﬁ = o n—oo

(b) On a 1 > Xj = V/nSn, donc 1 ijl X; =nSn+ 1 S22 X; = v/2nS5,. On en déduit donc que

j=n+1

Son = % Sy + S, avec Sy, = ~ 12n Z?Zn_H X;. Il est clair que comme les X; sont indépendantes, alors % Sy et

S, sont indépendantes. Et comme les X; ont toutes méme loi, 2?21 X £ Z?zm_l X, donc % Sp & S,

(¢) Comme S, AN (0,1), il est clair que si S, converge en probabilité, ce ne peut étre que vers une variable
n—oo

. . . P P P
aléatoire Soo qui suit une loi V'(0, 1). Supposons que S, e Soo. Alors % S el % Soo €t San, el Soo.

Or S, = % S, —Say donc S, —2» (i — 1) Soo. Mais comme on a supposé que S,, convergeait en probabilités,

n—-+oo V2
. P N c . R . .
on a aussi S, — % SL, ot S, X So et S., indépendante de S.,. Donc & moins que So, = 0, ce qui n’est
n—-+oo

pas possible puisque la loi de Ss est A(0,1), on ne peut pas avoir (% - 1) Seo = % S.., d’oti I'impossibilité de
converger en probabilité.

O
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Feuille n° 5:

Estimation paramétrique

1. (*) Soit un n-échantillon (Xi,...,X,) de v.a.ii.d. suivant une loi de Poisson P(6), ou § > 0 est

inconnu. Déterminer un estimateur du maximum de vraisemblance de 6. Est-il biaisé? Convergent?
Efficace?

Proof. Les variables sont & valeurs dans N. La vraisemblance s’écrit:

2 ATE

n
L(Xl,.“,Xn)(xh-“vwn) = ]P(X1 =z1N---NX, = Q:‘n) = He

en utilisant I'indépendance. On en déduit que la log-vraisemblance en X1, ..., X, vaut:
(X)) = —n X +1log(A) > X — > log(X!).

. s . . N . .. . 1 n . 1 n .
Pour majorer, on peut deriver et on arrive & un point critique vérifiant —n + < Y77 Xg, soit A = =~ >0 | X. Sion
dérive 2 fois on obtient — 5 > r_1 Xk, donc une fonction toujours négative. Ainsi

~ 1 &

11 est clair que IE[X] = IE[X;] = A: Pestimateur est sans biais.
Commencons par calculer le risque quadratique:

ROV = var(\) = %var(Xl) S

Le modele est régulier. On peut calculer I'information de Fisher pour une variable X;. Pour cela on calcule 8%\ log (e”‘ >3(X11‘ ) =

2 (= A+ X1 log(A) — log(X1!)) = =1+ 5L et on en déduit 2 log ( —A 2t ) = —34. D’olt l'information de Fisher:

X!
_ X1
eoa] -
Donc on retrouve I7'(\) = A = var(X1): Pestimateur est efficace. O
. (**) Soit un n-échantillon (X1, ..., X,) de v.a.i.i.d. suivant une loi de densité fo(x) = (0+1) 2% My<r<y

par rapport & la mesure de Lebesgue sur R, ol # > 0 est inconnu. Déterminer ’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance 6 de 6. Apres avoir calculé E[log(X1)], montrer que 6 est convergent.

PTOOf. Les valeurs prises par X1 sont dans ]0,1]. La vraisemblance de (X1,...,Xy) revient au calcul de la densité par
rapport & la mesure de Lebesgue sur ]0,1]™ soit:

f(X1 7777 X,,L>(a71,..., =H9+1 :Ek— 9+ (Hmk)

du fait que les X; sont indépendants. On en déduit que la log-vraisemblance calculée en (X7,...,X,) vaut:

0(0) =nIn(0+1)+06 > In(Xy).
k=1
On résout 1'équation Sl () < 0 ce qui est

20

9 0,(0) =0 et on obtient § = —1 —n (Zln(Xk ) . 1 suffit de vérifier 862
k=1

;TQQ&L (0) = —n (0 + 1)2. Ainsi la fonction est concave et le maximum est bien atteint en

6= —l—n(iln(Xk))_

On veut appliquer la loi forte des grands nombres aux (In(1 — X;));, dont les hypothéses sont vérifiées si IE[|In(1 —
X1)|] < oco. Tout d’abord In(1 — X;) = —|In(1 — X1)| et donc IE[|In(1 — X1)|] existe si IE[In(1 — X1)] > —oco. Mais

le cas puisque
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E[n(l -X1)]=(1+6) fol In(1 —z) (1 — 2)? dz. Apres le changement de variable y = 1 — z, on obtient par intégration
par parties,

E[In(1 - X)] = (14 6) /0 In(y)y’ dy = [y ln(y)]; - /O y'dy =0 — ﬁ

Par conséquent, 1 Zln(Xk) 2% E[n(X))] = —L. De ceci, en considérant la fonction g(xz) = —1 — 1/z qui
n Pt n— oo 1+6
est une fonction continue sur | — oo, 0], on peut écrire que 6 = 9(X,) 25 g(E[n(X1)]) = 6: Pestimateur est bien
n—oo
convergent,. O
3. (*) On considére un n-échantillon (X1, ..., Xy) dont la loi dépend d’un parametre # € R inconnu.

Soit 01 et By deux estimateurs non biaisés de 0, tels que IE[H1 + 92] < 00. Pour a € [0 1] on considere
0=ab + (1—-a) 05 et on notera R(Ql) R(Qg) et R(@) les risques quadratiques de 0y, 05 et 0.

(a) On suppose que §1Aet 05 sont indépendants. Déterminer «v en fonction de R(gl) et R(é\z), de telle
maniere que le R(#) soit minimum. Que vaut alors R(6)?

(b) Si (/9\1 et 9A2 ne sont pas indépendants, montrer que 'on a tout de méme

R(6:) R(6>)

R(O) <2 107
R(01) + R(62)

Proof. (a) Ona R(9) = E[(a (81 —0)+(1—a) (62—0))°] = a®var(61) + (1 — @) var(82) = o2 R(61) + (1 — a)? R(62)
car les estimateurs sont tous les 3 sans biais. Il suffit donc de chercher a de telle maniere que cette expression soit
minimale. On dérive par rapport & a et on obtient que le minimum est obtenu pour o = R(62) (R(61) + R(@g))fl.
En remplagant, on obtient que ~ N

_ R(61) R(62)

R(61) + R(62)

(b) Si 81 et B, ne sont pas indépendants, on utilise I'inégalité (a +b)* < 2(a® +b?). En conséquence,

E[(a@: —0)+ (1 -a) @2 —0)°] <2 (E[a*@: - 0)] +E[(1 - )@ — 0)*]) =2(a’R(G:) + (1 — a)*R(82)).

Il suffit alors de reprendre la valeur de o minimisant I’expression précédente et on obtient le résultat demandé.

=)

R(®

O
4. (**) On considere un n-échantillon (Xi,...,X,) de v.a.iid. suivant une loi E(A\), o A > 0 est
inconnu.
(a) Déterminer I'estimateur A par maximum de vraisemblance de .

(b

(c
(d

)
) Déterminer la loi de °7_; X;. En déduire que X est biaisé.

) L’estimateur X est-il convergent?

) Etablir un TLC vérifié par 1/ X. En déduire un intervalle de confiance asymptotique de niveau
95% pour .

(e) En utilisant la Delta-Méthode déterminer un TLC vérifié par X. En déduire que X est asympto-
tiquement efficace.

Proof.  (a) L’ensemble des valeurs prises par X; est [0, 00[. La vraisemblance de (X1,..., X,) est donc la densité par
rapport & la mesure de Lebesgue sur [0, co[" et elle vaut pour (z1,...,zx) € [0,00[",

n
f(Xl """ X,,,)(xhuwl'n H e AT — AT A Xh=1%k
du fait que les X; sont indépendants. On en déduit que la log-vraisemblance calculée en (X1,..., X)) vaut:

Ln(A) =n In(A) — A iXk,

n
1 o
On résout 'équation ¢, (\) = 0 et on obtient A =n (Z Xk) = (Xn) . 11 suffit de vérifier 25 >l (A) <0ce
k=1
qui est le cas puisque %En (6) = —n A%, Ainsi la fonction est concave et le maximum est bien atteint en

A= (X)L
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(b) On sait que X, L ['(1,A) et comme les X; sont indépendantes, alors >3, X; £ L(n, ).
On en déduit que

- e} 1 oo e mn—Z e n oo
E[)\] :n/o ;fp(n)\)(as)das:n/ At =) e My = —1 )\/0 frn—1,3(z)dz

0

n

T n-—1

L’estimateur A est donc biaisé.
(c) Par laloi des grands nombres dont les hypotheses sont bien vérifiées car les (X;) sont des v.a.i.iid. et IE[|X1]] < oo,
alors X, % IE[X;] = 1/\. On peut alors définir g(z) = 1/x qui est une fonction continue sur |0, oo[, d’oit
n— oo

g(Xn) % g(IE[X1]) = A: Pestimateur est bien convergent.
n—oo

(d) Comme IE[X?] < oo, les (X;) vérifient bien un TLC et on a

iy (K =10 5 Mo = va (52 -1) 5 o,

n—oo n—o0o

Pour déterminer un intervalle de confiance asymptotique on peut d’abord écrire avec g ~ 1.96 le quantile & 97.5%
d’une loi normale centrée réduite,
X,

X,
— <A< —— ) =0.95.
Ve <SPS T o)

p(va (%) <) =om =

On en déduit donc que [ est un intervalle asymptotique de A de niveau 95%

X L}

14+q/v/n 7 1—q//n

(e) On applique la Delta-Méthode au TLC obtenu précédemment, avec la fonction g dont la dérivée g’(x) — 1/2* ne
s’annule pas. Et ¢g'(1/A) = —A%. On en déduit donc que:

Va(A=2) = N(0, 2?).

n— oo
Le modele étant régulier et les vanables indépendantes, il suffit de calculer I'information de Fisher de X;. Comme
%61 () =+ — X1 et —I1(\) = 892 €1(0) = —<. Donc I1(A)~" = A%, qui est bien la variance asymptotique du
TLC précédent: I'estimateur est asymptotiquement efficace.

5. (**) On considére un n-échantillon (X,...,X,) de v.a.ii.d. suivant la loi binomiale B(k,p), ou
p €]0, 1] est inconnu alors que k& € IN* est connu. On voudrait estimer la probabilité § = IP(X; = 1).

(a) Déterminer 'estimateur p par maximum de vraisemblance de p. Est-il biaisé? Efficace? Etablir
un TLC vérifié par p.

(b) En déduire un estimateur 0 de 0. Est-il convergent? Etablir un TLC vérifié par é\pour p# 1/k.
En utilisant le lemme de Slutsky, déterminer un intervalle de confiance asymptotique de niveau
95% pour 6.

(c) Soit = % Z?Zl Ix,=1. Montrer que 0 est non biaisé. Etablir un TLC vérifié par 6. Pour D
proche de 0, de 1 et de 1/k, quel estimateur préférer entre 0 et 07

Proof. (a) Les valeurs prises par X; sont dans {0,1,...,k}. La vraisemblance de (Xi,...,X,) est donc pour
(x1,...,2n) €{0,1,...,k}"

IP(Xlzx17"~7 H ch)p 1_ k Y= (H ) J lzj(l_p)nkizyglzj

grace a I'indépendance des X;. De ceci on en en déduit que la log-vraisemblance du modele en (X1, ..., X,) vaut:

( )-l—ln )in-l-ln(l—p)(nk—in).

:3

On résout 1’équation 8%&1 (p) = 0 et on obtient ( ZX = p(nk ZX ) soit p = En Y X = + Xn.
11 suffit de vérifier 5 QE (p) < 0 ce qui est le cas puisque 5’?6 (p) = 2 E] 1 X5 - a p>2 (nk Z] 1 X )
Ainsi la fonction est concave et le maximum est bien atteint en

1=

p=—-Xn.

k
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We have IE[p] = + IE[X1] = 1 kpp: 'estimateur n’est pas biaisé.

Le risque quadratique de Pestimateur vaut var(p) = —5 var(X1) = %

Par ailleurs, I'information de Fisher I1(p) pour X; est obtenue & partir de
02 X1 k—Xi k k k
Lp)=-E|—up)|=-EB|-=F - =] 24 & %
1(P) [8p2 1(;;)} [ p? (1—p)2] p TT=p T p-p)

On en déduit donc que I7*(p) = ﬁ nvar(p): l'estimateur est efficace.

Les hypotheses du TLC sont bien vérifiée pour les (X;) car var(Xi) < co. On obtient donc:
Vi (kp—kp) = N0, kp(l—p) = Va(p—p) = N(0, p(1-p)).

n—r00

A~

(b) On sait que 8 = kp (1 —p)* 1. On considére g tel que g(z) = kz (1 — )*~'. On considérera donc 6 = 9(p)-
Comme p 2% p par la loi forte des grands nombres, comme g est continue sur R, alors § = g(p) =5 g(p) = 6:
n— oo n— oo

I’estimateur est convergent. R
On peut également utiliser la Delta-Méthode pour obtenir un TLC sur 6 & partir du TLC sur p. En effet,

g'(x) =g(z) =k (1 —2)*2(1 —kzx) et g'(p) # 0 pour kp # 1. Ainsi:

Va (9@ — g9(p)) = N(O,(g'(p))zép(l—p)) = Va(@-0) 5 N0, kp(1-p)*" 1 —kp)?).

n—00 n—00

Comme p n%o p et la fonction p — kp (1—p)?*~3(1—kp)?, on en déduit que k5 (1-p)** 3 (1 -k p)? n%o kp(1—
p)?*73(1 — kp)?. En utilisant le Lemme de Stlusky, on en déduit le TLC:
1
\/k'p 1—p)?*-3(1—-kp)?
Avec g ~ 1.96 le quantile & 97.5% d’une loi normale centrée réduite, on en déduit I'intervalle de confiance asymp-
totique & 95% de 6:

@-0) = N(0,1).

n—o00

[5 VED (1 —p)2—3(1 — kD)2 7 \/kp 1—p)?+-3(1 —kp)? ]
\/ﬁ ’ \/ﬁ .
(c) On a E[f] = E[llx;=1] = IP(X1 = 1) = 0: Pestimateur n’est pas biaisé.
La suite (Ilx;=1); est une suite de v.a.i.i.d. et var(llx,=1) = 6(1 — @) < oo, donc on peut appliquer le TLC. On

obtient: B
Vi (0—6) = N(0,6(1-0)).

Si on écrit le ratio entre les 2 variances asymptotiques, avec § = kp (1 — p)*~*, on obtient:

kp(1 fp)%_3(1 - lfp)2 _ k2 1- kp)2
0(1-0) =(1-7) I—kp(l—p)r1

Sip — 0, ce ratio est équivalent & (1 — (2k — 2)p, donc < 1 et c’est aqui est le plus intéressant. Si p — 1, ce ratio

est équivalent & (k—1)%(1—p)*~2, donc < 1 et c’est toujours §qui est le plus intéressant. De méme pour p — 1/p.
En revanche, pour p = 1/2, on peut montrer que pour k < 11, 6 est le plus intéressant, mais pour k > 11 cela
devient .

O

6. (**) On considere un n-échantillon (Xi,...,X,) de v.a.iid. suivant la loi binomiale B(k,p), ou

p €]0, 1] et k € IN* sont inconnus. Obtenir explicitement l’estimateur par maximum de vraisemblance
k) est tres difficile, dans cet exercice on essaie autre chose.

de (p,

(a) Rappeler I'espérance m et la variance o2 de Xj.

(b) Déterminer des estimateurs naturels de m et 0. Sont-ils convergents?
)

(¢) En déduire des estimateurs convergents de p et de k.

Proof. (a) Onam=1TE[X1]=kpet o? =var(X1) = kp(l — p).

: ¥ _ 1 <wn L2 1 t—n = \2 . .. .
(b) On sait que X, = = =1 Xjeto® == =1 (XJ - Xn) , moyenne et variance empiriques, sont des estimateurs

naturels de m et o2.
Comme les (X;) sont des v.a.i.i.d., que 0% < oo, on peut appliquer la loi forte des grands nombres et on obtient

X, % m. Par ailleurs, 52 = % 22:1 X? - (YR)Q. On peut appliquer la loi forte des grands nombres a la

n— o0
. . .. 4 . .S. = 2 .S.
suite (X7) qui sont des v.a.i.i.d. d’espérance finie, donc + > X7 2% IE[X?]. Comme (Xn) 2% m?, on
J= n—o0o n— oo

7z . — .S,
en déduit que 72 % 52

n—00
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(c) Tl est clair que o —p,donc p=1—0%/met k=m/pdonc k = 2; . La fonction h : (z,y) € {(z,y) €
10,002,z > y} — ( - %, z“iy) étant continue, alors h(X,,5°) 3 h(m,a ) et on en déduit que
n—r oo
—2 ~2
~ 1 o p.s. o Xn p.s.
bn=l=sm T2t k= TR

O

. (¥*) Soit ()", AL, (IP9)®™, 6 €]0, co[) un modele paramétrique tel que IPy admette pour densité par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R:

1 1

—c)0,20/-

f(x):@x

(a) Montrer que 'estimateur du maximum de vraisemblance pour ce modele n’est pas unique.

1 —~
(b) Onobserve (X7, ..., X,) dumodele statistique et on pose 8’\7(11) =3 max(X1, ..., Xn) et 012 = min(X1, ...
Déterminer la loi de ces estimateurs et montrer qu’ils convergent. Sans rentrer dans les calculs,
donner un court raisonnement montrant qu’ils sont biaisés.

Proof.  (a) Le modele statistique implique que la vraisemblance pour (1, ...,z,) €]0, co[™ vaut
n
1 1 1 1
L(xl,...,az): fﬂz.eggg :7?]1 n z:€]0,20[}-
" 31:[1 log2 z; 7 10261 (log2)™ TI7_; zj =yt €10,2600)

On en déduit que cette vraisemblance est non nulle seulement si 6 est tel que min;(z;) > 6 et si max;(z;) < 26,
donc si § max;(z;) < 6 < min;(z;). De plus sur I'intervalle ]5 max;(x;) , min;(z;)[, la fonction vraisemblance
est positive strictement et ne dépend pas de 0: elle vaut (log Sy l-[nl . Donc le maximum de la vraisemblance

est atteint pour toute valeur de 6 dans 'intervalle ]l maxj (z;), min; (a:J) [: Pestimateur n’est pas unique.

(b) On a X; €]6,26[. On en déduit que 85" €]6/2,6] et 8 €6, 26].
Pour z €]0/2, 0],

=
=2
A
&
I

IP(max(X1,...,X,) < 22)
H P(X; <2z) (Indépendance)

j=1

1 2= dt\n ) o
- ( —) (Identiquement distribuées)
log 2 t

= (g e ()

log 2
2z

n n—1
= fim(@) = m(log(?)) Locjo/2,0(-

De méme, pour z €]6,20],
IP(é\(nz) <z) = 1-P(min(Xy,...,Xn) > 2)

= 1- H IP(X; > z) (Indépendance)

j=1

1L (2 dt\n . N
= 1- ( —) (Identiquement distribuées)

log 2 t
1 20
= 1= (10g2 lo g( ))
20 n—1
= fggg)(x) = m(log(;)) L,e)0,20[-

Pour € >0, on a

o _ P <g_ o) = 1 _EY
PO -0 > ) =P(EY <6 s)_(1+10g210g(1 )"

Comme log (1 — £) < 0, il est clair que P(|6%” — 0] >¢) — 0: on abien 85" 25 4.
n— oo n—+oo
On raisonne de la méme manieére pour 5,(11).
Enfin, comme 65 €]6/2, 6] pour tout n, on ne peut que avoir IE[6"] < 6: I'estimateur est biaisé.
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1

’X) oun € N* est connu et A > 1 est inconnue.

On observe une réalisation de X est on estime A par un estimateur A = A(X).

(a)

(b)

Montrer que si X est un estimateur sans biais de A, alors pour tout A € [1, 00,

n

AN T ) AR (A - 1) R =0

k=0

En déduire qu’il n’existe pas d’estimateur \ sans biais de ).

Proof. (a) Si A(X) est un estimateur sans biais de A, alors pour tout A € [1, 00], IE)[X(X)] = X. Mais X — A(X)

étant une fonction mesurable, on a
EXNX)] =Y M)A A=A =3 XE AT (=1 A
k=0 k=0

Il ne reste plus qu’a passer le A™" de I'autre c6té pour obtenir la formule demandée.

On rappelle que p) dépend de X mais ne peut pas dépendre de A. Donc pour 'estimateur soit sans biais, il faut
que le polynéme en A A"T — 370 (7) X(k) (A — 1)"* soit nul pour tout A > 1. Or c’est un polynéme de degré
n+ 1, qui a au plus n + 1 racine. Ce polynéme ne pouvant pas étre nul, il est donc impossible que I'estimateur
soit sans biais.

O

9. (**) Soit un n-échantillon de v.a.i.i.d. (Xi,...,X,) de loi admettant la densité f par rapport a la
mesure de Lebesgue sur IR avec:

f(x) = (1=0) -T_y0(x) + (14 0) - Mg 1 2/(2),

ou # €] — 1,1] est un parametre inconnu.

(a)
(b)
()

Déterminer 'estimateur /H\N du maximum de vraisemblance.
Est-il sans biais? Converge-t-il? 8, est-il un estimateur efficace?
Quelle est la loi limite de /n(6, — 6)? En déduire un intervalle de confiance & 95%.

Proof.  (a) Les X; prennent leurs valeurs dans | — 1/2,0[U]0,1/2[ et pour (z1,...,2.) € (] — 1/2,0[U]0,1/2))", la

vraisemblance de (X1, ..., Xn) est:

Jonxa) @1 wn) = [ [ flwg) = (1= )1 B0 (149> B,

j=1

Par conséquent, la log-vraisemblance de (X1, ..., X,) comme fonction de 6 vaut:

En(a) = iﬂx1<o 111(1 — 9) =+ (n — i]:[xj<0) ln(l + 9)

Jj=1

On en déduit que £, () = b Z Ty
j=1

<0+ ﬁ (n—; ]IX].<0). En résolvant 1’équation £, (6) = 0, on obtient

9 n . . 1 n 1 n '
6=1-— - Z]IX].<0. il reste a calculer ég(@) = —m ;ij<0 — m(n — jz:;]lxjw) < 0: la fonction

j=1
est bien concave et le point critique est un maximum global. Donc

—~ 2 X
0=1-— ﬁ z;]IXj<0-
j=

On a E[lix;<o] = (1 —0) fEI/Q dt = 1 (1 —6). On en déduit que IE[é\] =1-21(1—-6) =0: I'estimateur est sans
biais.

La suite (Ix;<o0); est une suite de v.a.i.i.d. telle que ]E[]Ixj<o] < oo: on peut appliquer la loi forte des grands
nombres et on obtient:

1-6) = 6 25 0.

DN =
3
i)
8

IS s,
- Z]IXJ-<0 n%o E[lx;<o] =
j=1
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On a var(llx, <o) = %(1 —0)—1(1-6)>=1(1-6% donc var(é\) = 1(1-6?). Par ailleurs, I'information de
Fisher de X, sur 0 est

" 1 1 1 1 1
11(9) = —IE[£1(9)] = —]E[— WHX1<O - m(l _HX1<O)] = 2(170) + 2(1+9) = 1—062

On a bien I7(8) = nvar(é\): Iestimateur sans biais est efficace.
(c) Les hypotheses pour le TLC sont aussi vérifiées et comme var(Ilx; <o) = + (1 — 6%) < o0, on a

( Z]IX <0 - 179)) £ N(o,i(ke?)) = Vn(0-0) 5 N(0, (1-06%).

n—00 n— 00

(d) Le TLC précédent peut étre étendu par le Lemme de Slutsky et on obtient:

Vi (G-6) 5 N(0,1).

V1 — 02 n— o0

Si on note g =~ 1.96 le quantile & 97.5% de la loi normale centrée réduite, alors le TLC précédent permet d’obtenir
Pintervalle de confiance asymptotique & 95% sur 6:

AR =

10. (**) On considere le modele paramétrique gaussien (IR™, B(IR™), N'(m, c?)®", (m, 0?) € R x]0, +o0c])
et (X1...,Xy) un échantillon observé de ce modele.

~ _ _ 1 <& 1 n _
(a) Soit l'estimateur T, = (X,,52), ot X,, = — ZXi et 72 = 1 Z(XZ — X,)% En utilisant
n 4 n—14

le théoréme de Cochran (on considérera le sous-espace engendré par le vecteur de R", (1,...,1)),
montrer que cet estimateur est sans biais et que ses 2 composantes sont indépendantes. Est-il
efficace?

(b) Déterminer I'estimateur du maximum de vraisemblance de (m, 0?). Est-il biaisé? Efficace? Com-
parer avec ’estimateur précédent.

Proof. (a) Si on note le vecteur Z = (Z1,...,Zn ) tel que X; = m + Z; alors Z est un vecteur gau551en centré de
matrice de variance-covariance o2I,. De plus X, = Z, + m. Soit le vecteur de R", I = ﬁ (1,...,1), qui
est tel que ||I]] = 1 (norme euclidienne). Pour tout vecteur U € R", la projection orthogonale de U sur la

droite vectorielle engendrée par I, qui est normé, est le vecteur < I, U > 1. Ainsi la projection orthogonale de

Z = (Z1,...,Xn) est le vecteur (Zn,..., Zn)'. Ainsi Z,, = (1,0,...,0) Pu(Z), ou Pi(Z) désigne la projection
orthogonale sur le sous- espace vectorielle engrendre par II.

Par ailleurs, Y7 | (Xi — X,)* = || X — Pu(X || =|z-mZ ” Donc 75, = - ||PHL(Z)}|2.
Il est bien connu que X ,, est un estimateur sans biais de IE[X1] = m. Par ailleurs, d’aprés le Théoréme de Cochran,

1P (2)]* %

S 0?x%(n —1) car dim(I*) = n — 1. Or E[x*(n — 1)] = n — 1, donc IE[3] = ¢?, 'estimateur est
sans biais, et il en est de méme pour Th.

D’apres le Théoréeme de Cochran, Pp(Z) et Py (Z) sont deux variables gaussiennes indépendantes, donc X,, =
m+ (1,0,...,0) Pu(Z) et 7, = 25 ||
Pour chercher si I’estimateur est efficace, on va déterminer la matrice d’information de Fisher de X1 pour (m, o?).
Pour cela, on écrit la log-vraisemblance de X:

Py (Z )H2 sont deux variables aléatoires indépendantes.

él(m,a )=1In (fx1 (Xl)) = *%(IH(QW) +In(o )Jr (Xlg_izm)Q)
On en déduit V41 (m,o?) = ( ((X1(— m)? — )
Il(m,02)=*IE[( _;If; 214_X(%E1m—5m)2 )] :( %2 20& ) = I'(m,0’) = ( 002 224 )

Il nous reste & déterminer la matrice de variance-covariance de T},. Il est bien connu que var(X,) = i o2 et d’apres
la question précédente, cov(X,,52) = 0 (indépendance). Il nous reste & calculer var(z2). On utlhse le Théoréme
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de Cochran pour calculer valr(#1 HPHJ_ Z) HQ) = var(— o?x*(n— 1)) car la dimension de T est n — 1. On en
déduit que var(7;) = -25 o*. Et ainsi:
2
~ o 0 _
necov(T,) = ( 0 2n ) > I (m,o?).
n—1

L’estimateur n’est pas efficace mais il est asymptotiquement efficace.

~ — - 1 —
En maximisant la log-vraisemblance, on trouve comme unique estimateur 7y, = (X,,52), ol o2 = — Z(X’ - X,
n

i=1
11 est clair que cet estimateur est biaisé (voir précédemment), mais il est asymptotiquement sans biais.
La notion d’efficacité s’applique aux estimateurs sans biais, donc pas approprié pour T),.
Le risque quadratique de T, est R(T,) = var(X,) + var(c;,) = 2 0° + -2 04
Le risque quadratique de T est R(T,) = var(X, ) + var(o2) + BZ(~2) 162+ 20+ (20 )2 = % o? + 22l ot

On remarque que R( n) < R( n): Pestimateur T, converge plus vite (au sens quadrathue) que T,.

O

11. (***) Soit ()", A, (IP9)®", 0 €]0,00[) un modele paramétrique tel que IPy admette pour densité
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R:

f(@) = Lpgp,641[-

Montrer que 'estimateur du maximum de vraisemblance pour ce modele n’est pas unique.

On pose (9\,(11) = max(Xy,...,Xp) —let 9\7(12) = min(Xy,...,Xy). Pour chacun de ces estimateurs,
déterminer la loi, I’espérance et la variance. Sont-ils convergents? Efficaces?
Déterminer un estimateur de la forme 6, = 040(1) +(1- )ém , avec a € [0,1], qui soit sans
biais.

) 7(2) o)

Pour n = 2, déterminer cov (92 , 05 ) Le risque quadratique de é\g est-il inférieur a ceux de 0,
et 5(21)? 52 est-il efficace?

Proof. (a) Les (X;) prennent leurs valeurs dans ]0, co[. Donc pour (1, ...,,) €]0, 00", la vraisemblance du modele

en (z1,...,%,) vaut:
f(Xl,...,Xn)(xla (RS lin) = H sz6]0,0+1[ = Hman(zj)71<9<minj(zj)

du fait de I'indépendance. Comme fonction de 6, cette vraisemblance prise en (X1, ..., X,) est donc maximale (en
valant 1) pour tout réel compris strictement entre max;(X;) — 1 et min;(Xj;): il n’y a pas unicité de l'estimateur.

é\(l) et @\(2)

Les deux estimateurs prennent respectivement leurs valeurs dans |6 —1, 0] et 16,0+ 1[. Pour = €]0—1, 6],

on a:
]P(g(n1> <z)=P<(max(X;)<z+1)=(P(X;<z+1))" =(@=+1-0)".
J

De ceci, on en déduit que f;0)(z) =n(z+1— 0)" Myejo—1,0[-
On a également

n+1 n

0 1 1
IE[@LD} = n/ z(z4+1-0)""'dzx = n/ (y+0—1)y" 'dy = n[y +(0-1) y—] = +(0-1)=0——.
0-1 0 n+ 0

n+1 n+1

Donc 5( ) est biaisé mais asymptotiquement non biaisé.

0 1
1)y _ ety (1 2 _ 21, (1 2 _ n
var(0,, )-n/g . 22 (x4+1-0)"""da (0 +1) —n/ (y+0—-1)"y" dy (9 - 1) RCEDCFEL

- n— 2 n
Par symétrie, fAu)( )=n(z—0) 1]116]9,9“[, IE[?< |=60+ TH et var(g( )) = G eIE
Comme (/9\(1) et é\( ) sont asymptotiquement sans biais, comme leurs variances tendent vers 0 avec n, alors ces deux
estimateurs sont convergents (d’apres I'Inégalité de Bienaymé—Tchebychev)
On a E[,] = aEBY] + (1 — ) E[BY] = 0 + (1 — 2a)
faut que a = 1/2.

n+1 Donc pour que Qn soit un estimateur sans biais il
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(d) Comme pour n = 2, max;(X;) min;(X;) = X1 X, alors %1)5(22) =X1Xo — %2). En conséquence,

1 1 1 1
cov(657,057) = E[X1.Xo] — B[057] ~ BOLTERY] = (04 5)* = (04 5) = (07— 5) = 5.
Comme on a var(égl)) = var(é\él)) = 125 = 15, alors
) = L 0 o gy L1 _ 1
var(f2) = — (var(6y ') + var(6y ') + 2cov(65,605) = -~ = = —
4 46 24
L’estimateur 05 est clairement plus intéressant que 55” ou %2).
O
12. (***) Soit un n-échantillon (Xj,...,X,) de v.a. telles que X suit une loi de Bernoulli de parametre

1/2,et P(Xpy1 =1 X, =1)=P(X,4:1=0| X, =0)=pet P(X,;1=1]| X, =0) =P(X;,11 =
0] X,=1)=1—p pour n € IN*, avec p €]0, 1] un parametre inconnu.

(a) Montrer que pour tout k € N*, X £ B(1/2).
(b) Déterminer I'estimateur de maximum de vraisemblance de p. Est-il biaisé?
Proof.  (a) 1l est clair que les (X;) prennent leurs valeurs dans {0, 1}. Par ailleurs,

]P(.X2:1):]P(.X2:1|X1:1)]P(.X1 :1)+IP(X2:1|X1:0)]P(X1 :0): (p+(1—P)) :%

N

De ceci, on en déduit que IP(Xz = 0) = 1 —IP(Xy = 1) = 3, et par itération on a bien Xx L B(1/2) pour tout k.
(b) La vraisemblance de (X1,...,X,) est pour (z1,...,2,) € {0,1}":

IP(Xlzl'lﬂﬁXn:xn) = IP(Xn:-Tn|Xn—1:xn—lﬂ“-ﬂxl:xl)IP(Xn_l:mn_lm“.ﬂX1:$1)
= ]P(Xn = Tn |Xn71 = -Tnfl) X IP(anl = Tn-1 |)("'L72 = ’T"72) X
X...)(IP(X2:{L'2‘X1:Z'1) X]P(Xlzl'l)

— pnwn:wnfl (1 — p)l_]la’/‘n:“’nflpnmn—lzw'an (1 — p)l_]lq’nfl:xn72 X

_ 1
X oee X p]IEz:M (1 _p)l Tpp=ayq 5

_ %pzyﬂ Tejmej 1 (] — p) (P~ D~ Tfmalejms; 1

En utilisant ce que 'on sait déja sur le maximum de vraisemblance pour un échantillon de v.a.i.i.d. de loi B(p),
on en déduit que 'estimateur par maximum de vraisemblance est unique et vaut:

n

1
p=—— > Tx=x; .
J

5

On a

]E[]IXj:Xj_l] = ]P(Xj = Xj_l) = ]P(Xj = Xj_l ﬁXj_1 = 1) +]P(Xj = Xj_l ﬂXj_l = 0)
1

1
P = 1% = 1) P05 =01 % =0)) = L e g) =5

Ainsi ]E[ﬁ] = p: 'estimateur est non biaisé.
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Feuille n° 6:

Tests paramétriques

1. (*) Dix coureurs de 1500 m testent si la prise d’'un complément alimentaire non dopant améliore leurs
performances. Ils courrent un 1500 m sans le produit (ou plutét avec un placébo) et 2 jours apres
un autre 1500 m avec le produit. On note D1, ..., Do la différence entre leur temps de cours sans
et avec le complément alimentaire. On supposera que les D; sont des v.a.i.i.d. gaussiennes. On veut
tester entre Hy: le produit n’a pas d’effet, et Hy: le produit a un effet positif. Sur les 10 coureurs, on
a obtenu en moyenne 3s de moins entre les 2 courses avec un écart-type de 4s. Déterminer le résultat
du test avec un niveau de risque de 5%.

Proof. Siles D; ont pour loi commune une loi N(m,o?). Les hypothése de test deviennent alors Ho: m = 0 et
H;: m < 0. On va utiliser naturellement comme statistique de test la moyenne empirique D1o en tant qu’estimateur
efficace de m. Les régles de décision & associer sont pour Ho: Dig > so et pour Hi: Dig < Sq, Ol S est un réel
dépendant de o = 0.05. Pour déterminer ce seuil, on utilise la définition de «, & savoir IPg,(Choisir H1) = «, soit
IPm:o(Dlo < Sa) = Q.

Or on sait que sous Ho, donc si m = 0, v/10 D1o/7 A t(9), loi de Student. Donc si on note ¢ le quantile d’ordre 0.05

pour la loi t(9), et ¢ >~ —1.83, on a s, = ¢7/v/10, soit s, ~ —2.31. Comme pour cette expérience Dip = —3 < sq, On
choisit H;: le complément améliore les performances. O

2. (**) On a lancé 100 fois une piece de monnaie et obtenu 58 fois pile. Avec un niveau a = 0.05, tester
si la piece est équilibrée (on pourra utiliser d’abord une inégalité de Bienaymé-Tchebychev puis une
approximation gaussienne). Déterminer une formule permettant de calculer la fonction puissance du
test en fonction de p. Tester également si la piece est truquée toujours avec une erreur de premiere
espece a = 0.05. Aboutit-on a la méme conclusion du test?

Proof. Le modéle statistique sous-jacent est ({0,1}™, P({0,1}™), B(p)®™,p € [0,1]), avec n = 100. Le probleme de test
s’écrit Ho : p=1/2 contre Hy : p # 1/2. o
On doit commencer par choisir une statistique de test. Naturellement comme la question porte sur p, on utilise p, = X,
les X; étant donc des v.a.i.i.d. de loi B(p). Les régles de décision par rapport au probleme de test sont: Ho est choisi
lorsque |pn, — 1/2| < sq et Hy si |[pn — 1/2] > sq oll o est un seuil dépendant de «, niveau du test.
Pour déterminer sq, on sait que 'on veut IPp,(Choisir H1) < « par définition de l’erreur de premiére espeéce. Deux
possibilités:
e Avec I'Inégalité de Bienaymé-Tchebychev, sous Ho, IP(|pn — 1/2]| > sa) <
ﬁ %2 = a, soit sq¢ = /1/20 ~ 0.22. Concrétement on choisira Hy car p, = 0.58 pour cet échantillon, donc

Bn —1/2| = 0.08 < sq.

On choisit donc s, tel que

e On peut utiliser le TLC, et on a alors sour Ho, /n(pn, — 1/2) £ N(0,1/4) en considérant que n = 100 est

suffisamment grand pour accepter approximation gaussienne. On sait donc que IP(20 |p, — 1/2| > q) ~ IP(|Z] >
q) = 0.05 avec Z une v.a. gaussienne centrée réduite et ¢ ~ 1.96 le quantile & 97.5% de cette loi. D’out sq ~
1.96/20 ~ 0.098. Concrétement on choisira Hy puisque [p, — 1/2| = 0.08 < 0.098

Pour déterminer la fonction puissance du test, on en revient a sa définition:

P, =1—-1Py,(Choisir Hy) =1—-1P r |Pn — 1/2] Ssa).

(x1 ~ Bw) (

En utilisant approximation gaussienne, sous H;, c’est-a-dire si X3 S B(p) alors 10 (pn — p) L N(0,p(1 — p)) donc

Pn—1/2 X N(p—1/2, BL=2)) Aussi, avec Z < N(0,1), on a:

P .

(x, & B(p))(mn ~1/2 < sa) =P(2 < M) —p(z< w)

- p(1—p)

D’ol le graphe suivant (obtenu avec R) de la puissance en fonction de p:
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puiss
02 04 06 08 1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Si on veut tester maintenant que la piece est truquée, on échange les hypotheses du test Ho : p # 1/2 contre Hy : p = 1/2.
Donc la régle décision associée & Ho devient |p, — 1/2| > s/, et le seuil s,, est obtenu par:

sup IP - (|pn — 1/2| < s4,) = 0.05.
pel0an{1/2} (X1 ~ B®)

Il est intuitif qu’a s}, constant, ce sup est atteint en p = 1/2, ce qui revient a chosir s, tel que IP (|1/)\n— 1/2] <

c
(x1 ~ B(1/2)
5;) = 0.05. On retrouve avec ’approximation gaussienne 20 (p, — 1/2) £ N(0,1) donc on utilise le quantile & 52.5%

de la loi M (0,1) qui vaut ¢’ ~ 0.063. On a ainsi 20s, = ¢’ d’ou s, ~ 0.0031. Donc dans ce cas, avec p, = 0.58,
|pr. — 1/2| = 0.08 > si,: on choisit Hp, la piece est truquée. O

. (*) Une chaine des magasins décide d’adopter une nouvelle politique de gestion des stocks pour
I’ensemble de ses succursales. Auparavant, le bénéfice mensuel d’une succursale était en moyenne
égal a 300000 euros. Apres la mise en place de la nouvelle politique pour 100 succursales ”pilotes”,
on observe un bénéfice moyen de 305000 euros avec un écart-type de 20000 euros. En utilisant une
approximation gaussienne, peut-on conclure a 'efficacité de cette politique au niveau 5%? 1%? Et
que se passe-t-il si 'hypothese testée est que la politique n’a pas d’effet?

Proof. Le modele statistique sous-jacent est ([0, oo™, B([0, 0o[™), PE™, m € [0, <), avec n = 100. La loi IP,, n’est pas

connue, mais on sait que si X ~ IP,, alors IE[X] = m (on est dans une situation semi-paramétrique).

On veut tester: Hp : m > 300000 contre Hy : m < 300000. Sans connaissance sur IP,,, on va utiliser X, comme
estimateur de m pour établir les régles de décision: Hy choisie si X, — 300000 > s, et H; choisie si X, — 300000 < s,
ol so est un seuil dépendant de « erreur de premiere espece.

Sa détermination s’obtient par I’équation sup,,~ 00000 IP Ho (Yn — 300000 < sa) = «, ce qui revient a IP,,=300000 (Yn -
300000 < sa) = «. Pour obtenir cette probabilité, on va utiliser le TLC2, dont les hypotheses sont supposées satisfaites
(v.aiid. et B[X{] < co) ce qui permet d’écrire:

VI00 -+ (Xn — 300000) =

20000 (X —300000) ~ % A(0,1). 1)

L
2000

On a doit donc avoir

20‘50 ~ g OU gq est le quantile d’ordre a de la loi A/(0,1). Donc si o = 0.05, alors g, ~ —1.96, soit
Sa ™~ —3920 et il est clair que X, —300000 > s, donc Hy est choisie. Et ce sera clairement la méme chose pour o = 0.01.

Echangeons les hypotheses et désormais on veut tester Ho: m = 300000 contre Hy: m > 300000. La statistique de test est
la méme et les regles de décision sont désormais: Ho choisie si X, —300000 < st et Hy choisie si X, —300000 > s, ol 55,

est un seuil dépendant de « erreur de premiere espece. Pour trouver s, on utilise I’équation P, (Yn —300000 > s;) =a.

/
[

Comme sous Hy on a encore (?7?), on en déduit que ~ q1—q, d’ott pour o = 0.05, s/, ~ 3920 et ainsi Hy est rejetée:

2000
la politique a eu un effet positif. Et si @ = 0.01, comme qo.99 >~ 2.33, on a s, ~ 4660, Hy est encore rejetée (mais de
peu). O
. (**) Dans le cas d’un échantillon (X1, -+, X,,) de v.a.ii.d. deloi E(N), ol A est inconnu. On considére

les différents problémes de test suivants:

(1) Hy: A=1contre Hy : A\ =2;
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(2) Hy: A=1contre Hy : A > 1;
(3) Hp: A< 1contre Hy : \>1;
(4) Hp: A=1contre Hy : X\ # 1.
(

a) En utilisant le TLC donné exercice 4 du TD5, déterminer le test de Wald de niveau 5% (statistique
de test, région critique en fonction du niveau aw = 0.05) pour ces différents tests.

(b) Faire ensuite la méme chose avec le test du rapport de vraisemblance.

Proof. (a) On considere 'estimateur X = 1/X ., qui sera la statistique de test. Dans I’exercice 4 du TD5, on a
montré que:

Vi(A=2) 5 N(0, 2.

n—o0o

On peut donc encore écrire que:

~

\/5(5—1) ~5 N(0,1).

)\ n—o0o
Pour le test (1), les régles de décision sont Hp choisie si B < Sa, €t Hi choisie si A > S.. Pour déterminer cette
zone critique on résout IP g, (Choisir H) = ]P)\zl(x > $q) = a. Or, sous Ho, v/n (/): — 1) £, J\/(O7 1). Donc
n— o0

comme IPA—; (vi(A — 1) > /i (sa — 1)) = o, on en déduit que /7 (sa — 1) = ¢1_o quantile d’ordre 0.95 pour la
loi N(0,1), soit g1—« =~ 1.645. Par conséquent, la zone critique est

Xn:%n 6]1+1.645%,oo[.

Pour le test (2), les régles de décision sont Hy choisie si /)\\ < Sa, €t Hj choisie si /)\\ > S,: C’est exactement le méme
test que le précédent.

Pour le test (3), les régles de décision sont Hp choisie si /): < S, €t Hj choisie si /)\\ > So. Pour déterminer
cette zone critique on résout IP, (Choisir H1) = supy.q IPA(XA > sa) = a. Mais ce sup est atteint en A = 1. On
retombe donc exactement sur la méme zone critique que précédemment.

Pour le test (4), les reégles de décision sont Hy choisie si |X7 1] < sa, et Hy choisie si |:\\f 1| > sq. Pour déterminer
cette zone critique on résout IP g, (Choisir Hy) = IP)\:1(|X71| > $q) = a. Or, sous Ho, v/ (Xfl) £ N(0,1).
n—oo

Donc comme ]szl(\/rﬂx — 1| > \/nsa) = «, on en déduit que \/n sq = q1_q/2 quantile d’ordre 0.975 pour la loi
N(0,1), soit ¢1_q/2 = 1.96. Par conséquent, la zone critique est

~ 1 1 1

M= =€) -o01-196 = |J ]1+1.96 [

X. Jn U Jn

(b) On va maintenant considérer le test du rapport de vraisemblance qui se définit par:

SuPyep, La(X1, .., Xn)

T= :
supyep, Ia(X1, ..., Xn)

les ensembles Ao et A1 étant relatifs respectivement aux hypothéses Hp et Hi, avec, pour A > 0,

n
(X1, Xn) = [ e = am e 2 X,
j=1

du fait que les (X;) sont des v.a.i.i.d. On peut alors décliner la statistique T suivant les différents problémes de test:

~ Li(X1,..., X _ n ) _ x ... )
Pour le test (1), T = % =2 "eXi=1% = 27" ¢"Xn Comme la zone critique est donnée par
2 1yeeny, Xn

T < s, cela revient donc & avoir X, < s’. Or d’apres le TLC classique sous Hy, \/ﬁ(yn - 1) £ N(0, 1). Donc
n—oo

comme IPx—1 (X, < s') = o, qui revient & IPx—1 (v/n (Xn — 1) < y/n(s'—1)) = o, on a donc y/n (s — 1) =~ —1.645

et région critique est donc:

Xne]—oo,l—

1.645 [
vn U
Pour le test (2), on a

Ll(Xl,..47Xn) 6_2?:1 X

supyoy La(X1, .-, Xn)  Li(X1,- Xa) O3, + Ly (X1, Xa) I3 o,

~

La zone critique correspond a T' < s. Donc
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e Si X, > 1, cela revient & 1 < s, toujours vrai;
e Si X, < 1, cela revient a exp (n (ln(yn) — X, + 1)) < § ou encore ln(yn) — X, < s'. La fonction
[,

z €]0,00[— In(z) — x est une fonction croissante sur ]0,1[ puis décroissante sur ]1,c0[, s’annulant en 1.

Comme on est dans le cas X, < 1, cela revient donc & X, < s”.

oy . N . < 7 e
De ces deux conditions, on en arrive & une seule qui est X, < s”. Pour trouver la valeur de s”, on utilise le

TLC sous Ho, soit v/n(Xn — 1) LN (0, 1). Par conséquent, on peut utiliser la méme méthode qu’au-dessus
n—oo

et obtenir pour zone critique:

Yne]—oo,l—lﬁ%[.

vn

Pour le test (3) on retombe apres calculs sur la méme zone critique qu’avec le test de Wald.

Pour le test (4), la statistique de test T se simplifie en:

Li(X4,...,X5) e~ 2i=1%X; _ e Xn

T=

supy . Ia (X1, ..., Xn) = Ly (X1,...,Xn) (X,)™ on

0

La zone critique correspond a T < s, ce qui revient & exp (n (ln(yn) — X+ 1)) < s ou encore ln(yn) —X,<5s.

Avec 'étude de la fonction faite précédemment, on en arrive & une zone critique de la forme | X, — 1| > s”. En
utilisant les résultats précédents, on en arrive a une zone critique de la forme:

Yne]—oo,1f%[U]1+%,+oo[

O

5. (***) On suppose que le nombre de clients N attendant a la caisse d'un grand magasin & 11h00 du
matin peut étre modélisé par une loi de Poisson de parametre 8 > 0. On sait que pour les clients la
limite du supportable en attente est de voir au maximum 5 clients devant une caisse. La question
se pose de savoir si 'on doit augmenter ou nom le nombre de personnes travaillant aux caisses: ceci
conduit a un probleme de test sur 'opportunité d’embaucher.

(a) Pour la direction, peu désireuse d’embaucher, le probleme se pose de la maniére suivante:
Hy: 6 <5contre Hy : 6 > 5 a tester avec le niveau 5%; ainsi, la direction veut que la probabilité
d’embaucher alors qu’il n’y en a pas besoin est contrélée (moins de 5%) sans s’intéresser a l’autre
erreur possible (qui est de ne pas embaucher alors qu'il le fallait).

our les syndicats, la position est inverse: on veut surtout éviter de ne pas embaucher alors qu’i
b) Pour les syndicats, 1 iti t i t surtout éviter d baucher al il
le fallait. Ils vont tabler sur le fait I’erreur de seconde espece du test soit de 5%.

Dans les deux cas, sachant que 1’on dispose 1/ d’une seule observation de valeur 6; 2/ de 100 obser-
vations de moyenne 5.4, déterminer les résultats des tests du rapport de vraisemblance. On pourra
utiliser les quantiles d’ordre 0.95 d’une loi de Poisson de parametre 5 (9) et d’une loi de Poisson de
parametre 500 (537).

Proof. Le modele statistique paramétrique est (N™, P(N™), P(6)®™,0 > 0), avec n = 1, puis n = 100. La vraisemblance

est donc: -
n _ exj o 9 ;":1 X
Lo(X1,...,Xn)=[]e™? S A —
’ E X;! [T= X!
Dans le premier cas, le probléme de test est Ho : 0 < 5 contre Hy : 6 > 5, c’est-a-dire Hy : 0 € ©¢ =] — 00, 5] contre

Hi: 0 € ©1 =|5,00[. Le test du rapport de vraisemblance est donc

7 _ SUPpcoy Lo(X1,...,Xn) _ SWPyes e "0 gXi=1%;
SUPpeo, Lo(X1,..., Xn) SUpg~5 e "0 9271

—nx

Si on considere la fonction f(z) = e™"*x? avec p > 0, alors f'(z) = ¢~ "*2P~*(p — nx), donc f'(x) = 0 pour = = p/n, et
fi(z) >0sixz<p/n, f'(z) <0siz > p/n: la fonction atteint un maximum local et global en z = p/n. En conséquence,
Lg¢(X1,...,X,) est maximisée sur R en X,. Donc:

. = _ n . X, o X _ n ) _ n ) N

e Si X, <5, alors supyes e "0 0Xi=1%i = g7 Xn Y oa=17 of SUDgs5 € n0 i1 X = 755271 X Drow:
X, X X —

f_ e anXnJ 17 _efm(Xn)nX"

e—5n 527—1%; 5e '
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e Si X, > 5, on doit inverser la statistique précédente, et

f _ 6_5" (&)n?n
5e ’
x

Cnx ~
Or la fonction z € [0, 5] — (5) est décroissante pour x < 5. Donc la région critique 7' < s est obtenue pour

J— —nx
X,, > s'. Et l'inverse, la fonction z € [5, co[— (5%) est aussi décroissante pour x > 5, donc la région critique

est aussi obtenue pour X, > s’.

Dans les 2 cas, on obtient pour regle de décision: Hy choisie si X, < s' et Hy choisie si X, > s’

(a) Dans la position de la direction, on veut sup IPpee,(Choisir H1) = supPy<5(X» > sh) = a. Le sup étant at-
teint en 6 = 5, et comme si X; < P(5) alors Y ,_, Xi £ P(5n), cela revient & trouver s, vérifiant ns,, = g, ol g,

est le quantile d’ordre 1 — a d’une loi de Poisson de parametre 5n.
Sia=005etn=1, s, =q =9. Donc Hy est choisie.
Si a = 0.05 et n = 100, s, = q100/100 = 5.37. Donc H; est choisie.

(b) Dans la position des syndicats, on veut que sup IPgeo, (Choisir Hy) = sup Pe=5(X, < sg) = B. Le sup étant
encore atteint en 8 =5, n sfg = (q},)", ou ¢, est le quantile d’ordre 8 = 0.05 pour une loi de Poisson de parameétre 5n.
Si B=0.05etn=1,ss=(q1)” =2". Donc H; est choisie.
Si 8 =0.05 et n = 100, st = (gloo)” /100 = 4.64. Donc H; est choisie.

O



