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Unwversité de Paris et Unwversité Paris 1

Master 2 MO 2025 — 2026
Analyse des séries financieres
Examen final, Janvier 2026

3h00, sans aucun document, sauf une feuille A/

Exercice 1 (2 points)

Soit X = (Xi)em et Y = (Vi)ez deux séries chronologiques stationnaires définies sur (02, A, 1P ).
Soit Z la série telle que Z; = X,;Y; pour tout t € 7.

1. La série Z est-elle stationnaire (1pt)?

2. On suppose qu’il existe (& )ez ,bruit blanc fort, et deux fonctions mesurables Hx et Hy définies
sur R™ (ensemble des suites de réels ayant au plus un nombre fini de termes non nuls) et telles
que X; = HX((ft,k)kzl) etY, = Hy((ft,k)kzl) pourt € 7Z . Lasérie Z est-elle stationnaire (1pt)?

Exercice 2 (23 points)

Soit (e4)iez une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telles que
€0 a la méme loi que —gp et IE [83] = 1. Soit une série chronologique (X;);ew telle que Xy = g9 00(0)
avec 0o(f) = 1, et pour tout ¢t € IN*,

X, =¢e040) on log(c(0) =w+ae_1+ B log(a? (0)) avec o4(f) >0, (1)
ouf = (w,a,p) € RxRx]—1,1].

1. Pour t € IN*, donner 'expression de log(c?(6)) en fonction de (g;,_x)1<k<¢ (1pt). La série (X;)
est-elle stationnaire (0.5pts)?

2. Montrer que pour t € IN il existe une fonction H,;y mesurable telle que o,(0) = Hw((Xt,k)lgkzt)
(1pt).

3. Soit t € IN*. Déterminer I'espérance de (X;) (0.5pts) et, aprés avoir noté g.,(z) = IE [e"*0],
démontrer que var (X;) = ell%[gw ﬁ 9=, (a 8*7") (0.5pts). En déduire également IE [X; | X1, X; o, ... |
et var (X, | X1, Xo,...) (0.5pts).

4. On définit également la série (X;);ez telle que pour 6 = (w,a, 8) € R x Rx] —1,1[ et t € Z

X, =e0,0) ot log(6%(h)) = w+aey + S log(2 ,(0)) avec 3(6) > 0. (2)

Soit Y; = log (67(f)) — 7 pour t € Z. Déterminer 7 en fonction de w et 3 pour que (Y;) puisse
étre une série centrée (0.5pts). En déduire quel processus est (Y;), puis I'expression de Y; en
fonction de (e:—g)k>1 (1pt). Montrer que (X;) est une série stationnaire (1pt).
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5. On suppose désormais que g.,(2|a|) < co. Montrer alors que var (X,) < oo (2.5pts). Dans le
cas ol g suit une loi gaussienne, donner explicitement var (X;) en fonction de w, «, 5 (0.5pts).
Déterminer également ’autocovariance de (X;) (0.5pts).

6. On observe une trajectoire (X7, ..., X,) du processus défini par (1)) ou 0 = 6* = (w*, a*, 5*) est in-
connu. Démontrer que la log-vraisemblance conditionnelle gaussienne de 6 a partir de (X7, ..., X,,)
est (& une constante pres)

2

t

ai(0)

Lo(0) = —% S a(0) avee qf) = —L+log (63(6)) pour tout f € R x Rx] — 1,1[ (0.5pts).
t=1

7. Démontrer que g.,|(2]a]) < oo (0.5pts) et IE [supyee {07(0) + 7/ (0) + 0,2(0) + 5, *(0)}] < o0
avec © = [~10,0] x [, a] x [-3,6] o1 0 <@, 0 <@et 0 < B < 1 (2pts).

8. On note également

~ 1~ . X} ~
L,(0) = —5 q:(0) avec @(0) = 52—@ +log (57(6)) pour tout 6 € ©.
t=1 t

Montrer que IE [ supgee {|Go(f)|}] < oo (3pts). En déduire que

~ p.s.
sup ELn(H)—IE[qO(G)H =0 (1pt),

9. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que IE [supge@ ’c]g(@) — qt(G)H <C (B)t pour tout t € {1,...,n}
(4pts). En déduire que

1 s.
sup —an)——Ln(e)‘ P30 (1pt).
geo 1T n n—00

10. On définit 6, = Arg maxgee L, (0). Montrer que 0, L5 0 (1pt).
n—oo
Exercice d’application du logiciel R (6 points)

1. On exécute les commandes R suivantes:

n=2000; tau=0.4

X=0; xi=runif(n,-sqrt(3),sqrt(3))

for (t in c(2:(tau*n)))
X[t]=xi[t]*(0.4+0.8*X[t-1]"2)"0.5

sigma=rep(0,n)

for (t in c((tau*n+1):n))

{
sigmal[t]=(0.2+0.2*X[t-1]"2+0.7*sigma[t-1]"2)"0.5
X[t]=xi[t]*sigmal[t]

}

ts.plot(X)

On obtient le graphe suivant:



M2 MO 2025-2026 3

(0] 500 1000 1500 2000

Time
Question 1: Dire ce qui a été fait (1pt).

2. On exécute alors:
m=n/4
for (t in c((m/2+1):(n-m/2)))
s[t]l=mean(X[t-m/2+(0:m)] "2)-mean(X[t-m/2+(0:m)]) "2
ts.plot(s)

On obtient le graphe suivant:
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Question 2: Qu’est-ce que l'on a voulu illustrer par ce graphe. Est-on surpris du résultat (1pt)?

3. On exécute alors:
Box.test (X,lag=10)
Avec pour résultats numériques:
Box-Pierce test

data: X
X-squared = 5.0022, df =10, p-value = 0.891
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Question 3: Fxpliquer ce qui a été fait et ce que l’on peut en conclure. Comment est calculée la
valeur 0.8917 (1pt)?

. On poursuit avec:

library(fGarch)
Fit=garchFit(~ garch(1,1), data = X, trace = FALSE); summary(Fit)

Avec pour résultats numériques:

Error Analysis:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

mu 0.00968 0.02373 0.408 0.683

omega 0.38136 0.06925 5.507 3.66e-08 *xxx
alphal 0.41522 0.04054 10.241 < 2e-16 **x*
betal 0.38407 0.05613 6.843 7.78e-12 xxx

Log Likelihood:
-3288.021

Question 4: Fxpliquer ce qui a été fait en précisant le modéle contenant les 4 parameétres évoqués.
Comment expliquer les résultats de la colonne Estimate au regard de ce qui a été simulé (1pt)?

. On désire détecter une rupture dans le modele simulé. Pour cela on tape les commandes:

m=100; Q=0; p=0; T=seq(m, (n-m),5)
for (t in T)

{p=p+1; Fit1=0;Fit2=0; X1=0; X2=0;
X1=X[1:t]; X2=X[(t+1) :n]

Fitl=garchFit(“garch(1,1), data = X1, trace = FALSE)
Fit2=garchFit(“garch(1,1), data = X2, trace = FALSE)
Qlpl=Fit1@fit$llh+Fit2@fit$1llh

}

pm=which(Q==min(Q)) ;T [pm]

Xm=X[1:T [pm]]

Fitm=garchFit(“garch(1,1), data = Xm, trace = FALSE); summary(Fitm)

Remarque: la commande 11h désigne —1x log-vraisemblance gaussienne maximisée pour la série
par rapport au modele. On obtient ainsi:

> T[pm]
[1] 820

> summary (Fitm)

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
mu -0.004193 0.027403 -0.153 0.878
omega 0.425752 0.055386 7.687 1.51e-14 **x
alphal 0.793093 0.072825 10.890 < 2e-16 x*xx**
betal 0.007051 0.027556 0.256 0.798

Question 5: Donner ['expression formelle de la commande 11h et expliquer les formules définissant
Q et pm. Que conclure des estimations et p.values obtenues (2pts)?



