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3h00, sans aucun document, sauf une feuille A4

Exercice 1 (4 points)

Soit H ∈]0, 1[ et σ2 > 0. Soit le processus gaussien (Xt)t∈IN centré tel que pour tout (s, t) ∈ IN2,
on a cov (Xs, Xt) =

σ2

2

(
|s|2H+ |t|2H−|t−s|2H

)
(on peut montrer, mais ne pas le faire!, que (Xt) existe).

1. Que peut-on dire de X0 (0.5pts)? (Xt)t∈IN est-il un processus stationnaire (0.5pts)?

2. On définit pour t ∈ IN, Yt = Xt+1 − Xt. Démontrer que (Yt)t∈ZZ est un processus gaussien sta-
tionnaire (1pt). Déterminer l’autocovariance rY de (Yt) (0.5pts). En déduire que (Yt) est un
processus à longue mémoire pour H ∈]0.5, 1[ (1.5pts).

Exercice 2 (15 points)

Soit (εt)t∈ZZ une suite de variables aléatoires centrées indépendantes et identiquement distribuées telles
que IE

[
ε20
]
= 1. Soit les séries chronologiques (Xt)t∈ZZ et (Yt)t∈ZZ telles que pour tout t ∈ ZZ ,{

Xt = εt σt où σt =
√

a0 +
∑p

j=1 aj X
2
t−j

Yt = m+Xt

(1)

avec (a0, a1, . . . , ap,m) ∈ [0,∞[p+1×IR et
∑p

j=1 aj < 1.

1. Démontrer que (Yt) est une série temporelle stationnaire causale et stationnaire d’ordre 2 (1pt).
Ecrire (Yt) sous la forme d’un processus affine causal (0.5pts).

2. Déterminer l’espérance et la variance de (Yt) (0.5pts). Comment peut-on interpréter m ̸= 0 si
(Yt) est utilisé pour modéliser les log-returns d’un actif ou d’un indice financier (0.5pts)?

3. On suppose (Y1, . . . , Yn) observé, et les paramètres m, a0, a1, . . . , ap inconnus. On désire estimer
m. Démontrer que mn = 1

n

∑n
i=1 Yi vérifie

√
n
(
mn −m

) L−→
n→+∞

N
(
0 ,

a0
1−

∑p
j=1 aj

)
(2.5pts).

Proposez une possible méthode permettant d’obtenir un intervalle de confiance sur m (1pt).
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4. On suppose désormais que IE [ε40] = µ4 < ∞ et IE [ε30] = 0. En utilisant la méthode du quasi-
maximum de vraisemblance (QMV) et en précisant explicitement le contraste utilisé, démontrer
en justifiant qu’il existe une matrice M(θ) telle que:

√
n
(
θ̂ − θ

) L−→
n→+∞

Np+2

(
0 , M(θ)

)
,

où θ =
(
m, a0, a1, . . . , ap

)⊤
et θ̂ =

(
m̂, â0, â1, . . . , âp

)⊤
est l’estimateur par QMV de θ (2pts).

5. Démontrer que

M(θ) =

 γ2 0

0 (µ4 − 1)

(
IE

[(
1, X2

−1, . . . , X
2
−p

)⊤(
1, X2

−1, . . . , X
2
−p

)
σ4
0

])−1


avec γ2 = IE

[
1

σ2
0

+
(µ4 − 1)

σ4
0

( p∑
i=1

ai X−i

)2] (
IE

[
1

σ2
0

+
2

σ4
0

( p∑
i=1

ai X−i

)2])−2

(3pts).

6. Dans le cas où (εt)t est un bruit blanc gaussien, comparer mn et m̂ (3pts).

7. Dans le cas général où (εt)t n’est pas forcément un bruit blanc gaussien, déterminer des estimateurs
de µ4 et de γ2 en expliquant leurs convergences (2pts).

8. On généralise un peu: on suppose désormais que m(·) est une fonction de classe C1([0, 1]) et que
Yt = m

(
t
n

)
+Xt pour tout 1 ≤ t ≤ n. Soit u ∈ (0, 1). Au lieu de considérer la log-vraisemblance

conditionnelle sur (Y1, . . . , Yn), on va la considérer sur (Yin , . . . , Yjn), où in = [n(u − hn)] et
jn = [n(u + hn)], avec hn −→

n→+∞
0. Démontrer que cela définit un estimateur m̂(u) par QMLE

vérifiant: √
nhn

(
m̂(u)−m(u)

)
−→

n→+∞
N
(
0 ,

1

2
γ2
)
,

si nhn −→
n→+∞

∞ et nh3
n −→

n→+∞
0 (3pts).

Exercice d’application du logiciel R (5 points)

On s’intéresse à la modélisation du taux quotidien Euro/Dollar à l’ouverture (variable Cours) depuis
début janvier 1999 jusqu’à mi-janvier 2025.

1. On exécute les commandes R suivantes:

n=length(Cours)

X=log(Cours[2:n]/Cours[1:(n-1)])

Box.test(X,lag=8); Box.test(X^2,lag=8)

On obtient les résultats numériques:

Box-Pierce test

data: X

X-squared = 9.334, df = 8, p-value = 0.3149

Box-Pierce test

data: X^2

X-squared = 637.12, df = 8, p-value < 2.2e-16
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Question 1: Dire ce qui a été fait et les conclusions que l’on peut en déduire (1pt).

2. On exécute alors:

Fit22=garchFit(~ garch(2,2), data = X, trace = FALSE)

summary(Fit22)

Avec pour résultats numériques (en partie):

Error Analysis:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

mu -3.092e-06 6.183e-05 -0.050 0.960118

omega 1.087e-07 3.251e-08 3.343 0.000828 ***

alpha1 2.033e-02 1.268e-02 1.603 0.108879

alpha2 9.446e-03 1.138e-02 0.830 0.406561

beta1 9.673e-01 2.903e-01 3.332 0.000861 ***

beta2 1.000e-08 2.831e-01 0.000 1.000000

Question 2: Qu’est-ce qui a été fait et que peut-on déduire (1pt)?

3. On exécute alors:

Fit21=garchFit(~ garch(2,1), data = X, trace = FALSE)

Fit11=garchFit(~ garch(1,1), data = X, trace = FALSE)

Fit12=garchFit(~ garch(1,2), data = X, trace = FALSE)

Fit10=garchFit(~ garch(1,0), data = X, trace = FALSE)

Fit20=garchFit(~ garch(2,0), data = X, trace = FALSE)

c(Fit22@fit$ics[2],Fit21@fit$ics[2],Fit11@fit$ics[2],

Fit12@fit$ics[2],Fit10@fit$ics[2],Fit20@fit$ics[2])

Avec pour résultats numériques:

BIC BIC BIC BIC BIC BIC

-7.568430 -7.569751 -7.570963 -7.569657 -7.457367 -7.463528

Question 3: Expliquer ce qui a été fait. Que peut-on conclure (1pt)?

4. On poursuit avec:

res=X/volatility(Fit11); acf(res^2)

library(KScorrect)

Lc=LcKS(res, cdf = "pnorm"); Lc$p.value

Avec pour graphe et résultats numériques:
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Question 4: Expliquer ce qui a été fait et ce que l’on peut en conclure (1pt)?

5. Enfin, on tape les commandes:

ts.plot(volatility(Fit11))

m=101; am=sqrt(filter(X^2,rep(1/m,m))); lines(am,col=’red’)

Avec pour graphe obtenu:
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Question 5: Expliquer (en formalisant si besoin) les deux graphes et les comparer (1pt)?


