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Examen de 1h30. Tout document ou calculatrice est interdit.

On suppose que l'on a observé Y7, ...,Y, que I'on explique par deux groupes de variables exogenes:
° (Xi(j))lgign pour 1 < j < j1 et on définira la matrice X; = (Xi(j))lgign,lgjgjl;

[ ] (Xi(j))lgign pour j1 + 1 § ] S j1 —|-j2 et on définira la matrice X2 = (Xz-(j))1§ign7j1+1§j§j1+j2;

avec ji,jo € N* tels que j1 + jo < n et les Xi(j) étant des réels observés. Soit X = (Xl(j))1§i§n71§jgjl+j2, on
supposera que le rang de X est j; + jo. On définit [X] = {X 8, 8 € R/*72} et de la méme maniere [X;] et
[X2]. On suppose que:

Y = X100 4 X,0@ 4 ¢,
ou ¢ est un vecteur gaussien centré de matrice de variance-covariance ag I, I, étant la matrice identité de
taille n, ¥ = *(Va,...,Y,) et 000 = (0" ... o)), 0@ =16 ... o).

1. Montrer que I'on peut écrire que Y = X 6 + £. En déduire, en fonction de X et de Y, I'estimateur par
moindres carrés 6 de 6, puis les expressions des estimateurs #Y) et 82 de () et #2) dont on précisera
les lois de probabilités.

2. Démontrer que le rang de X; est j1. On note Py,j la matrice de projection orthogonale sur [X1] dans
R". Montrer que si Uz = (I, — Px,)) Y alors Uy = X} 62 4 £ on l'on précisera X, et la loi de £(2).

3. Montrer que si Zy € R72 est tel que X} Zy = 0 alors il existe Z; € R’ tel que X2 Zy = X1 Z;. En
déduire que le rang de X} est jo. En déduire qu'un autre estimateur de 02 est 02 tel que:

0@ = (X4 X5) X4 Us.

4. Démontrer que 0(2) est non biaisé et déterminer sa loi en fonction de o2, 62, Pix,) et Xo.

5. On suppose dans cette question et uniqueme}}t dan~s cette question que [X7] et [X32] sont deux sous-
espaces vectoriels orthogonaux. Montrer que 62 = g(2),

6. On ne suppose donc plus désormais que [X1] et [X2] sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux.

~,

Montrer que X X 0 =*X Y et en déduire que 8Y) et 2 vérifient

EX, X 00 16X, X, 0 =tX, Y
tX, X100 11X, X000 =X, Y

En déduire que 92 = 92,
7. On considere les résidus £2 = Y — X, 0. Montrer que ) — (tXl Xl)fltXl g2,
1

8 Soit5?= —
n—7Ju—732

1V — X100 — X5 6?||°. Déterminer la loi de 2.

9. On s'intéresse au probleme de test: Hy: ) =0 contre Hy : ) # 0. En utilisant 02 et 72, proposer
une statistique de test pour ce probleme de test et donner sa loi sous Hy.



Proof. 1. Y=(M),e=(e), 0= t(t9(1>,t9(2)) et X = (X1, X2), matrice de taille (n, j1 + j2).

Comme le rang de X est j; + j2, on en déduit que *X X est inversible et 0= (tX X)fltX Y.

10 - 0 --- 0
R N 01 -~ 0 --- 0
On en déduit que 0V = J1 0 avec Jy = | . . . | matrice de taille (51,71 + j2)
0 0 1 0
0 0 1 0 0
~ R 0O --- 0 0 1 --- 0
et 0P = Jy0 avec Jp = | | L matrice de taille (j2, j1 + j2)-
0O --- 0 0 0 .- 1

X . . . . . e -1
Sous I’hypothése e vecteur gaussien centré de matrice de variance-covariance o I,,, alors  ~ N, 1j, (6‘, ol (tX X ) )

d’apres le cours, et 0™ et 6 sont aussi des vecteurs gaussiens (matrices réelles multipliées par un vecteur gaussien), et
on a:

0V & NG (510, 0201 (X X)) = NG, (00, 02 0y (X X) TN R)
0 & Ny (20, 022 (X X) 71 D) = NG, (090, 02 o (X X))

. Le rang de X est plein, donc X s’écrit comme j; + j2 vecteurs colonne de R™ qui forme une famille libre. Donc toute sous
famille également: les j; premiers vecteurs sont libres et donc X; est de rang j;.
OnaY =X 0% + X50® +e donc comme (I — Pix,)) = Px,j+ et X100 € [X1], (In — Pix,)) Y = (In — Pix,)) X260 +
(In — Pix,)) €, soit

Up = X50P + 6@ avec X} = (I, — Pixy) Xz et e€? = (I, — Pix,)) e
Comme (I, — Px,}) matrice de réels et & vecteur gaussien centré, la loi de @ est N, (O, o2 P[Xl]L).
. Si X4 Zy =0 alors P[Xl]J_ X275 =0 donc X2 Z5 € [X1]: on en déduit lexistence de Z;1 tel que X2 Z> = X1 Z1.
Zy
A
comme solution, d’ott Z2 = 0. Ainsi le noyau de X} est le vecteur nul, donc le rang de X} est jo.

OnaUs=X560% + e avec X/, de rang plein: on peut donc effectuer une régression linéaire de Us par rapport & X5 et
on a bien

De cette équation on en déduit que X < = 0. Comme le rang de X est ji + j2, I’équation X 8 = 0 n’admet que 0

0 = ("X} X5) XL Us.
. En développant, on a

0P = ("X5X5) ' X5 Uz = ("Xa Piy,jo X2) ' Xa P i P, pn (X100 4X20% 4e) = 0P+ ("Xa Py 1 X2) X2 P jue.

D’ou IE[§<2)] = 0@ Vestimateur n’est pas biaisé.

De la formule précédente, il est clair que la loi de 0 est gaussienne. On a ainsi 6 £ N, (0(2> , o2 (th Pix e X2)_1),

. Onaalors ‘X1 Xo =0 et Xo € [Xl]J‘. Donc P[Xl]LXQ = X5 et ainsi 0 — (th Xz)_lth Y. Mais on également

t t -1 t
" (X Xa 0 s 1t -1 [(("X1X1) 0 ¢ _("X1Y . .
XX = ( 0 Xy Xy ) d’ou (XX) = 0 (thXg)_l et ‘XY = tX,Y ) ce qui entraine que

~ (X X)X Y (6 on B = g2
9_<(tX2X2)_1tX2Y —\o® , do 67 = 67

. On sait que X0 € [X] et Y — X0 € [X]*, donc le produit scalaire entre Y — X0 et tous les vecteurs de X, et ainsi
‘X (Y - X0) =0, dou ‘X X0 ="XY.

t t (1) t
. (XX TXaXo\ 4 (6 tvv (XY Lt vr e o
Ona‘XX = (thXl Xy Xo , 0= 7@ et ‘XY = X, Y ,d’ou "X X6 ="XY implique:

XX XX\ (60 vy EX1 X 00 41X X0 =X Y
X X X)) \72) T Uxy) T i x 00 1t X, X, 09 = X, Y

Dans I’équation 1, on trouve (3“) = (tXl Xl)_ltX1 (Y — X5 §<2)) et en substituant dans 1’équation 2,
tx. X, (¢ —1t 2) t N2t t N2) ot
2 1(X1X1) X4 (Y7X20 )Jr Xo X060V ="XoY — Xo Pix,) X260 ="X> (Ian[Xl])Y

d’ott ) =92,
. 11 suffit de reprendre ’expression oM — (tXl Xl)fltXl (Y — X5 §(2)).

. ~ 1 ~ . . .
. Il est clairque 5> = ——— HY - X 9”2 d’apres la question 4., donc on retrouve le résultat du cours

n—7J1—Jj2

2
~2 L O
o° ~

2 . .
———— X" (n =1 — j2).
n—>7n3n—72



9. Sous Hp, on a
0 £ N(0, o ("X4X5) 7).

On considere la statistique
~ 1 1 ~
F= 5 (P x5 x15)0@.

Alors, sous Hp, F XL F(j2,m — j1 — j2) car on a bien un rapport de x? normalisé et on sait d’apres le cours que é\, donc

§<2), est indépendant de 2.

O



