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Examen de 1h30. Tout document ou calculatrice est interdit.

On suppose que l'on a observé Y7, ...,Y, que I'on explique par deux groupes de variables exogenes:
. (Xi(j))lgign pour 1 < j < j1 et on définira la matrice X; = (Xi(j))lgign,lgjgjl;

° (Xi(j))lgign pour j1 + 1 < j < j1 4 jo et on définira la matrice X9 = (Xl‘(j))lﬁign,ﬁ—&-lgjgjl-i-jz;

avec j1, jo € N* tels que j1 + jo < n et les Xi(j) étant des réels observés. Soit X = (XZ(j))1§i§n71§j§j1+j2, on

supposera que le rang de X est ji; + jo. On définit [X] = {X 3, B € R/1772} et de la méme maniere [X1] et
[X2]. On suppose que:

YV =X 00 4+ X502 4,
ou € est un vecteur gaussien centré de matrice de variance-covariance a? I, I, étant la matrice identité de
taille n, ¥ = *(Va,..., Y,) et 600 = (6" ... o)), 0@ =16 ... o).
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1. Montrer que l'on peut écrire que Y = X 6 +¢. En déduire, en fonction de X et de Y, 'estimateur par
moindres carrés 0 de 6, puis les expressions des estimateurs 81 et #2 de (1) et 2 dont on précisera
les lois de probabilités.

2. Démontrer que le rang de X7 est ji. On note Px,) la matrice de projection orthogonale sur [X;] dans
R"™. Montrer que si Uy = (I, — P[Xﬂ) Y alors Uy = X, 0 + ¢ ou l'on précisera X/ et la loi de e,

3. Montrer que si Zy € R est tel que X} Zs = 0 alors il existe Z; € R/ tel que X9 Zo = X1 Z;. En
déduire que le rang de X} est jo. En déduire qu'un autre estimateur de 02 est 0 tel que:

0@ = (X4 X5) X} Us.

4. Démontrer que 02 est non biaisé et déterminer sa loi en fonction de 052, 62, Pix,) et Xo.

5. On suppose dans cette question et uniquement dans cette question que [Xi] et [X2] sont deux sous-
espaces vectoriels orthogonaux. Montrer que 82 = ().

6. On ne suppose donc plus désormais que [X|] et [XgLsont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux.
Montrer que X X 0 =X Y et en déduire que 8 et @ vérifient

tX, X100 £t X, 00 =X, Y
tXo X100 £ X, X000 =X, Y

En déduire que 92 = 92,

7. On considere les résidus £2 = Y — X502, Montrer que ) — (tXl Xl)_ltXl g2,
1

8 Soit 5’ = ——
n—7Ju—732

1V — X101 — X5 6?||°. Déterminer la loi de 52,

9. On s'intéresse au probléme de test: Hy: 0 =0 contre H; : 0 £ 0. En utilisant 0 et o2, proposer
une statistique de test pour ce probleme de test et donner sa loi sous Hy.



