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Examen de 1h30. Tout document ou calculatrice est interdit.

On suppose que 'on a observé Yi,...,Y,, n réels avec n € N*. On suppose qu’il existe des réels observés
(i) 1<i<n, avec 0 < 21 < x3 < -+ < Ty, ainsi qu’une fonction ¢ : R — R, inconnue, tels que

Y; = g(x;) +& pour tout i € {1,...,n},

avec (g;) des variables gaussiennes indépendantes de méme loi N'(0, 02), o1 02 > 0 est inconnue. On notera
par la suite pour U,V € R™, le produit scalaire < U,V >= UV et la norme ||U||?> =< U, U >.

1.

Un peu d’algebre pour commencer... On note X le vecteur colonne (x{ )i<i<n. Pour 1 < p < n, montrer
que (Xo, X1,...,X,) forme une famille de rang p+ 1 (2pts). En déduire qu'’il existe des polynémes Q);
de degré j pour j = 0,1,...,p, tels que la famille (Xj, X{,..., X)) soit une famille orthonormale, en
notant X’ le vecteur colonne (Q;(z;))1<i<n (2Ppts). Donner explicitement Qo et @1 (1pt).

. On définit

n
(do,a1,a2,a3) =  argmin Z (Y; —ao — a1 — agx? — a3x§)2.
(a0,a1,a2,a3)€ER*
Démontrer que pour n > 4, il existe une matrice M de taille (4,n) (justifier son existence!) dépendant
des z; telle que t(ao,al,az,ag) =MYouY = t(Yl, ... ,Yn) (2pts).

. Pour n > 4, on définit pour z € R, ]3(30) =To+ a1z +adzz? +az 2. Pour z € R fixé, déterminer la loi

de P(z) (2pts).

. On suppose uniquement dans cette question que n = 4. Démontrer que:

Y, ol —2) o
Z E )(p)

j= Lﬁfz( %

En déduire alors az (1pt).

. On suppose ici que g est polynéme de degré 2. Proposer un estimateur 52 de o2 et donner sa loi (1pt).

Proposer une statistique de test (avec sa loi) pour tester si g est bien un polynéme de degré 2 contre
I’hypothese que g est un polynéme de degré 3 (2pts).

. En reprenant la question 1., montrer que (]3<xi))1<i<n = Z?:o < Y,XJ’- > X]’- (2pts). Montrer que

pour effectuer le méme test qu’a la question 5., on peut utiliser la statistique de test suivante dont on
précisera la loi:
<Y, X} >?

f: 1 3 ! 7112
IV =X <Y, X > X

(3pts).

. On suppose ici que g(x) = z*. En reprenant la question 1., montrer que:

4
Xy=) <Xy Xj> X; (1pt).
=0

En déduire que Y ;" (YZ—/PS(@))2 = || < X4, X} > XZ’L+€—Z§?:0 <& X;>X] H2 (2pts) et en déduire
que E[62] = 0+ L, < X4, X} >? (2pts).



8. Pour pouvoir mieux approcher la fonction g quand celle-ci n’est pas un polynéme de R3[X] (ensemble des
polynémes de degré inférieur ou égal a 3), on découpe I'ensemble des (x1, ..., z,) en m sous-ensembles et
on détermine des polynomes de degré 3 sur chaque ensemble. Dans la suite nous considérons seulement
le cas ou m = 2, pour lequel on supposera que n = 2q avec ¢ > 4. Ainsi, on définit:

q 29
P, P,) = argmin { (Y; — Pi(x 2+ Y; — Py(x;) 2}. (1)
( 1 2) Py PyeR3(X] ; 1 z qu;l( i 2\T3 )

Démontrer que t(ﬁl(xl), . .,ﬁ1($q),ﬁ2($q+1), . .,ﬁg(xzq)) Z8 on 0 = arg mlneeRs |y — Z@H et Z
est une matrice que 'on précisera (2pts). Montrer que le vecteur (P1 (z1),..., P (z4)) peut s’écrire
sous la forme N (Y;)1<i<q avec N une matrice que 1'on précisera (1pt).

9. Lors de la question précédente, il est tres probable qu’entre P (xq) et Py (xg+1) il y ait un saut conséquent
et un changement de variations. Pour éviter cela, on va remplacer dans (1) la condition P, Py € R?*[X]
par la condition Pj, P» € R3[X], Pi(x,) = Pa(z4) et P{(z,) = Pj(x,) (la dérivée). En écrivant Py (x) =
ag + a1z + asz?® + asx® et Py(z) = by + b1z + box? + bsx?, montrer que cette nouvelle condition implique
le systeme:

{ bo = ap — (a2 — bg)ajg — 2(@3 — 53)1'22 (2ptS).
by = a1+ 2((12 — bg)xq + 3((13 — bg)xq

Si I'on note @1 et @2 la solution de (1) sous la nouvelle condition, en déduire que

~ ~ o~ ~

HQi(z1), ..., Q1(zg), Q2(g41), - ., Q2(x2)) = Z0 avec 0 = argmlnHY Z’9H2 (4pts)

RS
ou Z est la matrice

1z z? 3 0 0
1 =z 3 T3 0 0

7 1 x4 arg arg 0 0

= 2 2 .3 3 2

L zgp1 2q(2mg41 — 74) xg(355q+1 —234) (Tg41— xq)Q xgﬂ + ng - 3x%xq+1
1 zgre 2¢(22g12 — g) 25(3Tg12 — 22¢) (Tgr2 — Tg)” T + 20y — 35Tq42

1z  x4(2m2g — z4) 1‘3(31‘2(1 —21q)  (m2g — x4)? x%q + 21:3 - 31‘35{?2(1

Si g € Ra[X], déterminer le risque quadratique IE[||G — Z’§H2] avec G = (9(x;))1<i<2q (2pts).

Proof. 1. Si on considere la matrice carrée (xz )1<i<p+1,0<j<p sont déterminant est un déterminant de Vandermonde, qui est
non nul. Le rang de (Xo, ..., X,) est bien p+ 1.
On déduit que (Xo,...,Xp) forme une famille libre de p + 1 vecteurs de R™. On transforme cette famille en une famille
orthonormale par le procédé de Gram-Schmidt, avec Xy = Xo/||Xo||, puis pour i = 1,...,p,

L (X=X < X0, X > Xp)
[[X: = 22026 < X Xa > X[ ||

P =

Mais il est clair que X est une combinaison linéaire des X, donc chaque ligne s’écrit avec la méme combinaison linéaire
des z¥, k =0,...,j: soit un polynéme de degré j de x; que I’on peut noter Qj(xs).
On a Qo(l‘l) = l/HXoH = ]./\/’ﬁ et X{ = (Xl— < X(/),Xl > X())/”Xl— < X(,),Xl > X(/)H = (Il —fn)/ ;l:l(l'i —in)2,

d’ott Qo(z) = 1/v/n et Q1(x) = (x —Tn)/\/D iy (s — Tn)?.
2. On peut écrire la somme comme ||Y — Z9H2 avec 0 = *(ao, a1, a2, as) avec Z = (Xo, X1, X2, X3). De plus, avec la question
1., M est de rang 4, donc *Z Z est inversible, et on peut écrire que 0= (tZ Z)_ltZY =MY.

3. OnaP(z) =do+a1 x+as 2’ +as2® = (1,2,2°,2%) 8. Or f = (* ZZ)_ltZ(g(mi))1§i§n+ (tZZ)_ltZs. On en déduit que
la loi de P(z) est

—1¢

N((l z, 2%, )( ZZ)fltZ(g(xi))lgign, o’ (1,z, 2% )Z( Z7) Zt(l,z,x2,£3))

comme fonction affine de vecteur gaussien.

4. Dans le cas n = 4, on a un nuage de 4 points distincts (x;,Y;) et on cherche un polynéme de degré 3 passant au plus pres de
ces 4 points: on peut construire un unique polynéme de degré 3 passant exactement par ces 4 points, il s’agit du polynéme
d’interpolation de Lagrange dont est évoqué ici ’écriture.

1l suffit de considérer le coefficient devant 2, soit a3 = Z?zl W
J=1,g#r



5. On peut considérer 'estimateur o; = — ||V — Z0||>. Comme g € R3[X] alors 52 est un estimateur sans biais de loi

o x*(n—4)/(n — 4).
Pour tester as = 0, on peut utiliser un test de student. La statistique considérée sera celle d’un test de Student:

S = & :
(227,
et sa loi sous Hy est t(n — 4).
. Ona (]3(371-))1<i<n = P71 Y, ot Pz est la projection orthogonale sur [Z]. Mais (X¢, X1, X3, X3) est une base orthonormale

de [Z]. On peut donc utiliser la formule de la projection orthogonale sur un sev de dimension finie dont on connait une
base orthonormale ce qui donne P Z]Y = Z?:o <Y, X} >X;.
On peut tester Ho contre H; en utilisant un test de Fisher ol I'on teste un sous-modele (polynéme de degré 2) contre un

S Y—Pi 5 1 Y|?2= Y =P 5 Y|?
modele plus gros (polyndme de degré 3). Cela conduit a la statistique de test: T' = ! 1Zo] “32 ! ikl

engendré par (X¢, X1, X5). Mais Pz)Y = Pz, )Y+ < X5,Y > X3, avec X} L [Zo]. Dol [|[Y — Pz )Y > — [|[Y — P Y|* =
[Pz Y+ < X5,Y > X3|> = [| Pz Y. On peut appliquer Pythagore et donc

, ol Zp est le sev

1Y = PugYI* = IY = Py Y[? = || < X3,Y > X5 =< X3,V >*.
On en déduit ainsi que Tk F(1,n —4). Sous 'hypothese Hy, cette statistique devient

. Comme (X{,...,X}) est une famille orthonormale issue de (Xo, ..., X41), X4 appartient au sev engendré par (Xy,..., X4),
donc X4 = P[(X[r) XZ;)]X4 projection orthogonale de X4 sur le sev engendré par (X, ..., X4). D’apres la formule de la

projection sur un sev ayant pour base (Xg, ..., X1), on a bien X4 = E?:o < X4, X > X,
OnayY = Xy +e dot |V — (P@))icical®> = [|[Xa+6 -7, < X, X} > X) =332 < e,X) > Xj|%. Mais

j=0 =0
Xa =Y, < X4, X} > X}, dott le résultat.

On peut écrire que IE[E?J =1 IEH < X4, X > Xf1|2 + ||Plz]L5||2]. Le premier terme est déterministe, et en utilisant

n—4
I’argument classique de la trace on obtient:

~ 1 o? 1
B[on] = — < Xa, X4 >* +—— Trace(Pgpe) = — < Xy, X3 >° +0°.
. Il suffit de prendre:
1 2 22 28 0 0 0 0
| 1 @ g zg 00 0 0

o
o
o
o
—_

Terl Ty Tgp
0 0 0 0 1 x4 x5, a3
Du fait de la séparabilité du probleme d’optimisation on a *(Pi(z1),. .., Pi(z4)) = N (Yi)1<i<q avec N = Z'(*Z' Z/)fltZ’

et

7' =



