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Examen de 1h30. Tout document ou calculatrice est interdit.

On suppose que 'on a observé Yi,...,Y,, n réels avec n € N*. On suppose qu’il existe des réels observés
(i) 1<i<n, avec 0 < 21 < x3 < -+ < Ty, ainsi qu’une fonction ¢ : R — R, inconnue, tels que

Y; = g(x;) +& pour tout i € {1,...,n},

avec (g;) des variables gaussiennes indépendantes de méme loi N'(0, 02), o1 02 > 0 est inconnue. On notera
par la suite pour U,V € R™, le produit scalaire < U,V >= UV et la norme ||U||?> =< U, U >.

1.

Un peu d’algebre pour commencer... On note X le vecteur colonne (x{ )i<i<n. Pour 1 < p < n, montrer
que (Xo, X1,...,X,) forme une famille de rang p+ 1 (2pts). En déduire qu'’il existe des polynémes Q);
de degré j pour j = 0,1,...,p, tels que la famille (Xj, X{,..., X)) soit une famille orthonormale, en
notant X’ le vecteur colonne (Q;(z;))1<i<n (2Ppts). Donner explicitement Qo et @1 (1pt).

. On définit

n
(do,a1,a2,a3) =  argmin Z (Y; —ao — a1 — agx? — a3x§)2.
(a0,a1,a2,a3)€ER*
Démontrer que pour n > 4, il existe une matrice M de taille (4,n) (justifier son existence!) dépendant
des z; telle que t(ao,al,az,ag) =MYouY = t(Yl, ... ,Yn) (2pts).

. Pour n > 4, on définit pour z € R, ]3(30) =To+ a1z +adzz? +az 2. Pour z € R fixé, déterminer la loi

de P(z) (2pts).

. On suppose uniquement dans cette question que n = 4. Démontrer que:

Y, ol —2) o
Z E )(p)

j= Lﬁfz( %

En déduire alors az (1pt).

. On suppose ici que g est polynéme de degré 2. Proposer un estimateur 52 de o2 et donner sa loi (1pt).

Proposer une statistique de test (avec sa loi) pour tester si g est bien un polynéme de degré 2 contre
I’hypothese que g est un polynéme de degré 3 (2pts).

. En reprenant la question 1., montrer que (]3<xi))1<i<n = Z?:o < Y,XJ’- > X]’- (2pts). Montrer que

pour effectuer le méme test qu’a la question 5., on peut utiliser la statistique de test suivante dont on
précisera la loi:
<Y, X} >?

f: 1 3 ! 7112
IV =X <Y, X > X

(3pts).

. On suppose ici que g(x) = z*. En reprenant la question 1., montrer que:

4
Xy=) <Xy Xj> X; (1pt).
=0

En déduire que Y ;" (YZ—/PS(@))2 = || < X4, X} > XZ’L+€—Z§?:0 <& X;>X] H2 (2pts) et en déduire
que E[62] = 0+ L, < X4, X} >? (2pts).



8. Pour pouvoir mieux approcher la fonction g quand celle-ci n’est pas un polynéme de R3[X] (ensemble des
polynémes de degré inférieur ou égal a 3), on découpe I'ensemble des (x1, ..., z,) en m sous-ensembles et
on détermine des polynomes de degré 3 sur chaque ensemble. Dans la suite nous considérons seulement
le cas ou m = 2, pour lequel on supposera que n = 2q avec ¢ > 4. Ainsi, on définit:

(ﬁl,ﬁg) = argmin {Z Y Py( xz S Z (}/;:—PQ(xi))z}. (1)

P1,PeR3[X] * i it

Démontrer que t(ﬁl(xl), . .7ﬁ1(xq),ﬁ2($q+1)7 . ,ﬁg((l?gq)) Z8 on 6 = arg mlngeRs |y — Z@H et Z
est une matrice que 1’on précisera (2pts). Montrer que le vecteur (P1 (z1),..., P (z4)) peut s’écrire
sous la forme N (Y;)1<i<q avec N une matrice que 1'on précisera (1pt).

9. Lors de la question précédente, il est trés probable qu’entre P (xq) et P (2g+1) il y ait un saut conséquent
et un changement de variations. Pour éviter cela, on va remplacer dans (1) la condition Py, P, € R3*[X]
par la condition Py, P» € R3[X], Pi(xq) = Pa(z4) et P{(z,) = Pj(x,) (la dérivée). En écrivant Py (z) =
ao + a1z + asx? + azz® et Po(z) = by + byw + box? + b3x®, montrer que cette nouvelle condition implique
le systeme:

{ bp = ap— (ag — bg)xg —2(ag — bg)xg (2pts)
by = a1+ 2(&2 — bg)CL’q + 3(a3 — b3)$3 pts).

Si 'on note @1 et @2 la solution de (1) sous la nouvelle condition, en déduire que

~ o~ ~ ~ ~

HQi(z1), ..., Q1(zq), Q2(g41), - -, Qa(x29)) = Z80 avec 6 = argmin ||Y — Z’GH (4pts)

RS
ou Z est la matrice
1z z? 3 0 0
1 =z x3 3 0 0
7 1z mg 1:2 0 0
= 2 2 .3 3 2
U ozgr 2q(2rgmn —xg) w(Bxqr1 — 219) (Tg1 — ) xpyy + 20, — 32321

[y

Terz Tq(2Tqro —xq) T2(3Tgro — 21¢) (Tgy2 — 39)? 3:2+2 + 223 — 3ai w442

1 wyq  wq(2mag —xq) 23wy —219)  (w2q — 79)? ng + 223 — 3221y,

Si g € R3[X], déterminer le risque quadratique E[||G — Z@HQ] avec G = (g(x;))1<i<2q (2pts).



