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Introduction

Il demeure des choses inconnues & partir des connaissances antérieures en probabilités :
e Qu’est-ce qu'un événement et I’ensemble de tous les événements 7

e Que se passe-t-il pour des probabilités d’événements moins classiques (par exemple I’ensemble
des décimaux) ?

e Comment traiter une variable aléatoire qui est continue et discréte a la fois (par exemple le
nombre de minutes passées devant la TV) 7

Rappels: Mesures
Tribus
Notation. e () est un ensemble (fini ou infini).
e P(Q) est 'ensemble de tous les sous-ensembles (parties) de .

Rappel. Soit F un ensemble. E est dit dénombrable §’il existe une bijection entre E et IN ou
un sous-ensemble de IN. Par exemple, un ensemble fini, Z, ID, Z x 7, @ sont dénombrables. En
revanche, IR n’est pas dénombrable.

Définition. Soit une famille F de parties de 2 (donc F C P(Q2)). On dit que F est une algebre si:
o () C F;
e lorsque A € F alors (2\ A) € F;
e pour tout n € IN*, lorsque (41, -+ ,A,) € F* alors Ay U---UA, € F.

Définition. Soit une famille A de parties de © (donc A C P(£2)). On dit que A est une tribu (ou
o-algébre) sur Q si :

e ) CF;

e lorsque A € F alors (2\ A) € F;

e pour I C IN, lorsque (4;);er € F! alors |J;c; 4 € A.
Exemple.

e Cas du Pile ou Face.

e Cas ou Q est infini : Q = IN par exemple.

Propriété. Avec les notations précédentes :
1. 0 e A;
2. si A et B sont dans la tribu A, alors AN B est dans A;

3. st Ay et Ao sont deux tribus sur 2, alors A1 N As est une tribu sur 2 . Plus généralement,
pour I CIN, si (A;)ier ensemble de tribus sur Q, alors (o A; est une tribu sur €Q;
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4. st Ay et Ao sont deuz tribus sur Q, alors A1 U Ag n'est pas forcément une tribu sur €.

Définition. Si £ est une famille de parties de © (donc & C P(2)), alors on appelle tribu engendrée
par &, notée o(&), la tribu engendrée par l'intersection de toutes les tribus contenant £ (on peut
faire la méme chose avec des algeébres).

Remarque.
La tribu engendrée est la “plus petite” tribu (au sens de I'inclusion) contenant la famille &.

Rappel. e Un ensemble ouvert U dans un espace métrique X est telle que pour tout = € U, il
existe r > 0 tel que B(x,r) C U.

e On dit qu'un ensemble dans un espace métrique X est fermé si son complémentaire dans X
est ouvert.

Définition. Soit 2 un espace métrique. On appelle tribu borélienne sur 2, notée, B(Q2), la tribu
engendrée par les ouverts de 2. Un ensemble de B(f2) est appelé borélien.

Exemple.

e Boréliens sur IR, sur |0, 1].

e Boréliens sur IR2.

Espace mesurable

Définition. Soit 2 un ensemble et soit A une tribu sur Q. On dit que (€,.4) est un espace
mesurable.

Corollaire. Quand on s’intéressera aux probabilités, on dira que (€2, A) est un espace probabilisable.

Propriété. Si (Q;,.A;); sont n espaces mesurables, alors un ensemble élémentaire de Q@ = Qq X -+ X
Q. est une réunion finie d’ensembles Ay X --- X A, ot chaque A; € A;. L’ensemble des ensembles
élémentaires est une algébre et on note A1 ® --- @ A, (on dit Ay tensoriel Ay ... tensoriel A,) la
tribu sur ) engendrée par ces ensembles élémentaires.

Exemple.
Pavés de IR?.
n n
Définition. On appelle espace mesurable produit des (€2;,.4;); 'espace mesurable (H Q;, ® A¢> )
i=1 i=1

Exemple.

Pile / Face 2 fois.
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Définitions et Propriétés d’une mesure

Définition. Soit (£2,.4) un espace mesurable. L’application p : A — [0, +00] est une mesure si :
o 1(0) =0.
e Pour tout I C IN et pour (4;);ecr famille disjointe de A (telle que A; U A; = () pour i # j),

alors p <U Ai> = Z w(A;) (propriété dite de o-additivité).

icl icl
Définition. Avec les notations précédentes :
e Si u(Q) < 400, on dit que p est finie.
e Sip(Q2) <M avec M < +oo, on dit que u est bornée.
e Siu(Q) =1, on dit que p est une mesure de probabilité.
Exemple.
Cas de 2 = IR, de IN, ou R%.

Définition. Si (€2,.4) est un espace mesurable (resp. probabilisable) alors (€2,.4, ) est un espace
mesuré (resp. probabilisé quand p est une probabilité).

Remarque.
Sur (92,.A), on peut définir une infinité de mesures.
Propriété. Soit (2, A, ) un espace mesuré et (A;)icN, une famille de A.
1. 81 Ay C Az, alors (A1) < p(Asz).
2. 8 p(Ar) < 400 et p(Az) < 400, alors p(A; U A2) + u(Ar N Ag) = p(Ar) + p(Asz).
3. Pour tout I CIN, on a (U Ai> < Z,u(Ai).
iel icl

4. Si A; C Aipq pour tout i € IN (suite croissante en sens de l'inclusion), alors (W(An))neN est
une sutte croissante convergente telle que

1 <U Ai> = lim wu(A4;) (méme si cette limite est +00).

Ol i—+4-00
5. Si Aiy1 C A; pour tout i € IN (suite décroissante en sens de Uinclusion) et u(Ag) < +oo,

alors (u(Ap))neN est une suite décroissante convergente telle que ﬂ A | = 'h? w(A;).
1—+00
1€IN

Exemple.

1. Soit (92, A, 1) un espace mesuré. On définit v(A) = u(AN B) o B € A. v mesure ?

2. Si py et pg mesures sur (2,.4), p1 + p2 et ap sont-elles des mesures 7

Définition. Soit (2,4, 1) un espace mesuré et (A;);ew une famille de A.
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1. On définit limsup(A,), = ﬂ U Ay, (intuitivement, lim sup(A,,),, est 'ensemble des w € Q
nelNm>n
tels que w appartienne a une infinité de A,,).

2. On définit liminf(Ay), = U ﬂ Ay, (intuitivement, liminf(A,,), est ’ensemble des w € Q
nelNm>n
tels que w appartienne a tous les A, sauf & un nombre fini d’entre eux).

Exemple.
Cas des suites croissantes et décroissantes d’ensembles.

Théoréme (Théoréme d’extension de Hahn - Caratheodory). Si Q est un ensemble, F une algébre
sur ), et v une application de F dans [0, +o0] additive (telle que v(A U B) = v(A) + v(B) pour
AUB = 0), alors si A est la tribu engendrée par F, il existe une mesure U sur la tribu A qui

coincide avec v sur F (c’est-a-dire que pour tout F' € F, v(F) = v(F)). On dit que U prolonge v
sur la tribu A.

Exemple.

Définition de la mesure de Lebesgue sur IR, IR",...
Définition. Soit (2,4, ) un espace mesuré.

1. Pour A € A, on dit que A est p-négligeable si u(A) = 0.

2. Soit une propriété P dépendant des éléments w de . On dit que P est vraie p-presque partout
(u-presque strement sur un espace probabilisé) si 'ensemble des w pour laquelle elle n’est pas
vérifiée est p-négligeable.

Exemple.

e Mesure de Lebesgue sur IN ou Q.

e La propriété “ la suite de fonction fp,(z) = 2™ converge vers la fonction f(x) = 07 est vraie
A-presque partout sur [0, 1].

e Soit (IR, B(IR), i) et soit F' la fonction définie par F'(z) = u(] — oo, z]) pour x € R.

Fonctions mesurables

Rappel. Soit f: E— F,ou F et F sont 2 espaces métriques.

e Pour I C F, on appelle ensemble réciproque de I par f, lensemble f~1(I) = {z € E, f(z) €

I}
e (f continue) <= (pour tout ouvert U de F alors f~1(U) est un ouvert de E).

Définition. Soit f : E +— F et soit Z une tribu sur F. On note f~1(Z) I"ensemble de sous-ensembles
de Q tel que f~1(Z) = {f1(I),I € T}.

Propriété. Soit (', A’) un espace mesurable et soit f : Q — Q. Alors f~1(A) est une tribu sur
Q appelée tribu engendrée par f.
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Définition. Soit (2, A) et (', A") deux espaces mesurables. Une fonction f : Q — Q' est dite
mesurable pour les tribus A et A’ si et seulement si f~!(A’) C A (donc si et seulement si VA’ € A’,
alors f71(A") € A).

Exemple.

e Fonction indicatrice.

e Combinaison linéaire de fonctions indicatrices.

Remarque.

Dans le cas ou (2, A) est un espace probabilisable, et si f : Q +— IR, alors si f est une fonction
mesurable sur A et B(IR), alors f est une variable aléatoire.

Exemple.
Nombre de Piles dans un jeu de Pile/Face.
Remarque.

Dans le cas ou (€, A) est un espace mesurable, et si f : Q — (Q,B()), on ' est un espace
métrique et B(Q)') I'ensemble des boréliens de ', si f est une fonction mesurable sur A et B(€)),
alors f est dite fonction borélienne.

Proposition. Soit (2, A) et (V, A') deuzx espaces mesurables et f : Q— Q. Soit F une famille de
sous-ensembles de Y telle que o(F) = A'. Alors

1. f~YF) engendre la tribu f=1(A).
2. (f mesurable) <= (f~1(F)C A)

Conséquence. e Si (2,4) et (2, A") sont deux espaces mesurables boréliens, alors toute ap-
plication continue de  — Q' est mesurable.

e Pour montrer qu'une fonction f : 2 — IR est mesurable, il suffit de montrer que la famille
d’ensemble ({w € Q, f(w) < a}),cr € A.

Propriété. e Soit f mesurable de (2, A) dans (', A’) et g mesurable de (', A’) dans (", A”).
Alors gof est mesurable dans A et A'.

e Soil f1 mesurable de (2, A) dans (1,A1) et fo mesurable de (Q, A) dans (Q2,A2). Alors
h:Q— Q x Qy telle que h(w) = (f1(w), fa(w)) est mesurable dans A et A3 @ As.

o Soit (frn)new une suite de fonctions mesurables de (Q, A) dans (', B())), o Q' est un espace
métrique, telle qu’il existe une fonction f limite simple de (fy,) (doncVw € Q, ILm falw) = f(w)).

Alors f est mesurable dans A et B(Y).

Définition. Soit f mesurable de (92, A, u) dans (', A") et soit s : A"+ [0,400] telle que pour
tout A’ € A’, on ait pup(A") = p(f~1(A4")). Alors us est une mesure sur (€', A') appelée mesure
image de u par f.

Cas particulier.

Si p est une mesure de probabilité et si X est une variable aléatoire alors px est la mesure (loi)
de probabilité de la variable aléatoire X.
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Cas des fonctions réelles mesurables

Propriété. Soit f et g deux fonctions réelles mesurables (de (Q2, A, i) dans (IR, B(IR))). Alors a.f,
f+ g, min(f,g) et max(f,g) sont des fonctions réelles mesurables.

Propriété. Soit (fn)new une suite de fonctions réelles mesurables. Alors inf(fy,) et sup(f,) sont
des fonctions réelles mesurables.

Définition. Soit f: Q2 — IR. Alors f est dite étagée s’il existe une famille d’ensembles disjoints

(Ai)1<i<n de Q et une famille de réels (a;)1<i<p telles que pour tout w € Q, on ait f(w) = Z a;ll4, (w).
i=1

Remarque.
Si les A; sont tous dans A tribu sur , alors f est A-mesurable.

Théoréme. Toute fonction réelle mesurable & valeurs dans [0,400] est limite simple d’une suite
croissante de fonctions étagées.

Conséquence. Soit f une fonction réelle mesurable. Alors f est limite simple de fonctions étagées.

Intégration de Lebesgue

Dans toute la suite, on considére (€2, .4, 1) un espace mesuré.

Intégrale de Lebesgue d’une fonction positive

Définition. 1. Soit f =1, ou A € A. Alors :
[ ran= [ i) =)
2. Soit f =1,, o A € A et soit B € A. Alors :

/B Fan= [ et - [ (@) @)duw) = a0 B).

n
3. Soit f une fonction étagée positive telle que f = ZaiﬂAw ol les A; € A et a; > 0 et soit

=1

B e A. Alors :
| tan= [ rednte) = [Mp@)s@ute) = Y am(ain B,
i=1
Exemple.
Fonction II,, fonctions en escalier,...

Définition. Soit f une fonction A-mesurable positive et soit B € A. Alors 'intégrale de Lebesgue
de f par rapport & p sur B est :

/ fdu= /]IB(w)f(w)du(w) = sup {/ gdu, pour g étagée positive telle que g < f} .
B B

Propriété. Soit f une fonction A-mesurable positive et soit A et B € A. Alors :
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1. PoucmO,/cfd,u:c/ fdu.
B B
2. SiACB, alors/fd,ug/fd,u.
A B

3. Si g est une fonction A-mesurable positive telle que 0 < f < g alors 0 < / fdu < / gdpu.
B B

4. Si u(B) =0 alors / fdu=0.
B

Théoréme (Théoréme de convergence monotone (Beppo-Lévi)). Si (fn)n est une suite croissante
de fonctions mesurables positives convergeant simplement vers f sur ), alors :

sy (f ) - f 1= |

Conséquence. Pour les séries de fonctions mesurables positives, on peut toujours appliquer le
Théoréme de convergence monotone et donc inverser la somme et 'intégrale.

Lemme (Lemme de Fatou). Soit (fy)n est une suite de fonctions mesurables positives alors :

/(hmlnffn du < hmlnf/fndu

Exemple.

Appliquer Fatou a (f,,) telle que fo, =14 et fon41 = Lp.

Intégrale de Lebesgue d’une fonction réelle et propriétés

Définition. Soit (£2,.4, 1) un espace mesuré, B € A et soit f une fonction A-mesurable & valeurs
réelles telle que f = fT— f~ avec f* = max(f,0) et f~ = max(—f,0). On dit que f est u-intégrable

surBsi/ |fldu < +00. On a alors
B

/deuz/Bﬁdu—/Bf‘du-

Notation. Lorsque f est p-intégrable sur B, soit /f| dp < +00, on note f € LY(Q, A, i) (on dit
que f est L£1).

Exemple.

Intégrale de Riemann et intégrale de Lebesgue.
Cas de la masse de Dirac.

Propriété. On suppose que f et g € L1(Q, A, ). Alors :

1 [(as+sg)n=a [ fdu+5 [ gdu pour (0.5) € B2

2. Sifggalors/fdug/gdu.
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Théoréme (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue). Soit (fy,)n est une suite de fonctions
de LY(Q, A, 1) telles que pour tout n € IN, |f,| < g avec g € LY(Q, A, u). Si on suppose que (fy)
converge simplement vers f sur € alors :

lim [ fudy = / 1 dp.
n—oo
Extension.

Le Théoréme de Lebesgue s’applique également dans le cas o (f,), converge presque partout
vers f.

Exemple.

0 1 +CCn

Théoréme (Inégalité de Jensen). Soit (2, A, IP) un espace probabilisé, soit ¢ : IR — IR une fonction
conveze et soit f : Q +— IR mesurable telle que ¢(f) soit une fonction intégrable par rapport & P.

Alors :
¢></fdP> < [otpar
Exemple.

Soit X une v.a. sur (©2,4,IP). Alors ¢ (IE[X]) < IE (¢(X)).

Convergence d’intégrale dépendant d’un paramétre : par exemple

Mesures induites et densités

Théoréme (Théoréme du Transport). Soit f une fonction mesurable de (2, A, u) dans (2, A)
telle que py soit la mesure induite par f (donc pp(A’) = p(f=! (A’)) pour A" € A’) et soit ¢ une
fonction mesurable de (', A') dans (IR, B(R)). Alors, si ¢of € L1 (Q, A, ),

/ cbduf—/%fdu

Définition. Soit p et v deux mesures sur (£2,.4). On dit que p domine v (ou v est dominée par p)
et que v est absolument continue par rapport a p lorsque pour tout A € A, u(A) =0 = v(A) = 0.

Propriété. Soit (Q, A, u) un espace mesuré et f une fonction définie sur (2, A) mesurable et
positive. On suppose que pour A € A, v(A) = [ fdu. Alors, v est une mesure sur (2, A), dominée

par . De plus, pour toute fonction g définie sur (2, A) mesurable et positive,

/gdv—/gfdu

Enfin, g est v intégrable si et seulement si g.f est p intégrable.

Définition. On dit que p mesure sur (€2,.4) est o-finie lorsqu'’il existe une famille (A;);cr, avec I
dénombrable, d’ensembles de A telle que |JA4; = 2 et u(A;) < 400 pour tout i € I.

Théoréme (Théoreme de Radon-Nikodym). On suppose que i et v sont deuz mesures o-finies sur
(Q, A) telles que p domine v. Alors il existe une fonction f définie sur (2, A) mesurable et positive,

appelée densité de v par rapport a u, telle que pour tout A € A, v(A) = [ fdu.
A

Théoréme (Théoréme de Fubini). Soit Q@ = Q1 x Qo, A = A1 @ Ay et p = p1 ® pg (mesures o
finies), ot (1, A1, 1) et (Q2, A, pu2) sont des espaces mesurés. Soit une fonction f : Q — IR,
A-mesurable et p-intégrable. alors :

[ san= [ ( QQf(whm)duz(Wz)) o) = [ ( A Fr,wa)din ) ) diae).



Licence M.I1.A.S.H.S. Troisiéme année: Statistique 2 11

Espaces LP

Définition. Soit (€2, .4, 1) un espace mesuré. On appelle espace LP(£2, A, 1), ot p > 0, Pensemble
des fonctions f : Q — IR, mesurables et telles que [ |f[Pdu < +oc.

1/p
Définition. Pour f € LP(2, A, p), ot p > 0, on note || f ||,= (/ |f|pd,u) .

1 1

Propriété (Inégalité de Holder). Soit p > 1 et q > 1 tels que — + — =1, et soit f € LP(Q, A, ) et
p q

g€ LY A, ). Alors, fge LY, A, p) et

Ifg b=l fllp-1lglq-

Propriété (Inégalité de Minkowski). Soit p > 1 et soit f et g € LP(Q,A,n). Alors, f+ g €
LP(Q, A, ) et
| f+glp<Ilflp+1glp-

Remarque.

Pour p > 1, || . ||, définie ainsi sur une semi-norme sur £P(€2, A, ). Pour obtenir une norme,
il faut se placer dans l'espace ILP(Q, A, 1) obtenu en “quotientant” LP(Q, A, ) par la relation
d’équivalence f = g p-presque partout (c’est-a-dire que dans IL” (2, A, 1) on dira que f = g lorsque
f = g p-presque partout).

Définition. Pour f et g € IL%(Q, A, 1), on définit le produit scalaire < f,g >= /f.g dp. On muni

ainsi IL2(Q, A, ) d’une structure d’espace de Hilbert. On dira que f est orthogonale & g lorsque
< f,g>=0.

Conséquence. Si A est un sous-espace vectoriel fermé de ]LQ(Q, A, 1) (par exemple un sous-espace
de dimension finie), alors pour tout f € IL*(Q, A, ), il existe un unique projeté orthogonal de f
sur A, noté f4, qui vérifie f4 = Arging lg— 1l

ge

1 Variables aléatoires et espérance

1.1 Variables aléatoires

Définition. On dit que X est une variable aléatoire sur (Q2,.A,IP) un espace de probabilité si:
X : Q — IR est une application mesurable de (£2,.4) dans (IR, B(IR)).

Pourquoi demander & X d’étre mesurable? Parce que 'on veut pouvoir définir une fonction de
répartition pour X, soit Fx(z) = P"X <z”) =P({w € Q, X(w) <z}) = X (] — 00, z]): il faut
donc que 'ensemble X (] — oo, x]) soit un évenement de A pour tout = € IR.

Dans la suite, pour une variable aléatoire X définie sur (2,.4,1P), on n’utilisera presque jamais
la forme explicite de la fonction w — X (w) qui restera inconnue. En revanche, on préférera tra-
vailler avec la loi de X.

Qu’appelle-t-on loi de X7 Il y a en réalité plusieurs moyens de la définir:

1. On définit la loi par Fx(z) = IP(X < z) pour « € IR, la fonction de répartition de X

2. On définit la loi par la mesure de probabilité Px induite par X: pour B € B(IR),
IPx(B) = IP(X € B) =IP(X'(B)). On notera que IPx est une mesure de probabilité définie
sur (IR, B(IR)) ou bien sur (X(£2),7), avec T une tribu sur X (92) C IR.
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3. Dans 2 cas particuliers, on préférera travailler avec:

e Si X(2) = {$i}iel avec I C IN et z; € IR for all i € I, on parlera de variable aléatoire
discréte et la loi sera donnée par les IP(X = z;) = Py ({z;}) pour i € I. On remarque
alors que pour tout B € B(R), Px(B) = > ;c; (X = x;)0,,3(B), avec § masse
(mesure) de Dirac.

e Si X () est une union finie ou dénombrable d’intervalles de I, et si IPx est absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR, alors on peut définir la densité
de probabilité fy de X par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR, et 'on a:

Fx(z) = / fx(t)dt pour tout z € IR.

La fonction Fx est une fonction absolument continue sur IR, elle est méme dérivable
A-presque partout sur IR et F%(z) = fx(z) pour presque tout z dans IR. On dira
souvent pour simplifier que X est une variable aléatoire "absolument continue" et
méme parfois que X est une variable aléatoire "continue".

eiuX]

4. La loi est donnée par fonction caractéristique de X soit ¢x(u) = ]E[ pour u € IR (voir

plus loin).
Remarque.

On peut connaitre le "type" de variable aléatoire qu’est la variable X grace au graphe de la fonction
de répartition Fx:

1. Si Fx est une fonction en escalier avec un nombre fini ou dénombrable de sauts en les (z;);er
ot I C IN, alors X est une variable discréte de loi I(X = z;) = Fx(z;) — lim_, - Fx ().

2. Si F'x est une fonction continue sur IR et dérivable sauf en un nombre fini ou dénombrable de
points, alors X est une variable (absolument) continue, et la dérivée de Fx lorsqu’elle existe
est la densité de probabilité fx. Pour zg tel que Fx n’est pas dérivable en xg, on pourra
choisir que fx(zo) = 0 ou tout autre réel.

3. Si aucun des 2 cas précédents n’est vérifié, X pourra étre un "mélange" de loi discréte et
continue, soit Py (A) = >, .} pi 0z, (A) + [, g(x)d(z), ou bien une loi diffuse non absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue comme la loi de Cantor.

Dans la propriété suivante, on va utiliser pleinement le fait qu’une variable aléatoire est une fonction
mesurable:

Propriété. Soit X et Y deux v.a. sur (2, A,P) et g : IR?2 — IR une fonction borélienne. Alors
Z =g(X,Y) est une v.a. sur (Q, A, 1P).

PTOOf. Voir cours Intégration et Probabilités: il s’agit de montrer que la composition d’une fonction mesurable par une autre
fonction mesurable est une fonction mesurable. Et également que le vecteur composé de fonctions mesurables est une fonction
mesurable. O

Par itération du procédé, la propriété est aussi vraie pour une fonction g & n variables. Mais aussi
bien-stir pour une fonction a 1 variable.
De la méme maniére, toujours du fait qu'une variable aléatoire est une fonction mesurable:

Propriété. Soit X etY deuz v.a. sur (2, A, IP) telles que IPx = Py, ce que l'on peut aussi noter
X £ v. Alors pour et g : IR — IR une fonction borélienne, g(X) £ g(Y).
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Proof. Pour tout B € B(IR), P, x)(B) = P(g(X) € B) = XX € g~ *(B)) = Px (9~ !(B)). Mais on a aussi Pyy(B) =
Py (g~ 1(B)) = Px (¢~ '(B)) puisque Px = IPy-. D’ott le résultat. O

Remarque: Si X £ L{([O, 1]) et Y =1— X, alors on a aussi Y £ L{([O, 1]), donc Py = Py (on

le montre en utilisant par exemple la fonction de répartition). Mais pourtant on n’a pas du tout
X=Y..

Définition. Si X est une v.a. sur (2, 4,IP) et 0 < p < 1, le quantile d’ordre p de X est :
gx(p) = inf {y € R, Fx(y) > p}.

Cas particulier: Si p =1/2, alors ¢x(p) est la médiane (théorique) de X.
Propriété. Si X est une v.a. continue, qx(p) = ﬁ)zl(p) ot Fx : z € X(Q) — Fx(z).
Exemple: Si X suit une distribution £(A) (exponentielle),

In(2) 1
3 #E[X] = %

Fx(z)=(1—-e )50 and gx(1/2) =

1.2 Espérance de variables aléatoires

Définition. Soit X une variable aléatoire sur (€2, A,IP) un espace probabilisé. Alors si X €
ILY(Q, A, IP) (donc si [, | X (w)|dIP(w) < 0c), on définit espérance de X par le réel:

E[X] = /XdIP: / X (w) dIP(w).
Q
Plus généralement, si ¢ : IR — IR est borélienne et si ¢(X) € ILY(Q, A, TP), on définit espérance de
¢(X) par
EO(X)] = [ ()P [ (X (w)) dPG).
Propriété. Si X est une variable aléatoire sur (2, A,1P), si ¢ : R — IR est borélienne telle que
#(X) € ILY(Q, A, TP), alors :
()] = | o) dPx(o).

Proof. Théoréme du transport... O

Conséquence. e Si IPy est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue (donc

X est une v.a. dite absolument continue), de densité fx, alors [E[p(X)] = / o(x) fx(z)de.
R

e Si IPx est absolument continue par rapport a une mesure de comptage sur {z;};c; avec
I ¢ IN (donc X est une v.a. dite discrete), de densité px avec px(i) = IP(X = x;), alors

E¢(X)] =Y px(i) (x:).

el

Propriété. 1. Soit X etY des variables aléatoires telles que X et Y € ILY(Q, A, IP). Alors pour
tout (a,b) € R?, aX +bY € ILY(Q, A, TP) et

ElaX +bY] = aE[X] + bE[Y].

2. Soit X une variable aléatoire sur (Q, A,1P), et soit B € B(R). Alors E[Ig(X)] =X € B).
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3. Si X est une variable aléatoire sur (2, A, 1P), si ¢ : IR — R est une fonction borélienne
convexe telle que X et ¢(X) € ILY(Q, A, TP), alors

E[¢(X)] > ¢(IE[X]) (Inégalité de Jensen).

4. Soit X et'Y des variables aléatoires telles que X € WP(Q, A, TP) et Y € LI(Q, A P) avec

1 1
—+-=1loup>1,qg>1. Alors XY € IL}(Q, A,IP) et
p q

E[X Y]] < (E[|X[P)YPAE[Y|)/?  (Inégalité de Hélder).

5. Soit X et'Y des variables aléatoires telles que X et Y € IWP(Q, A P), avec p > 1. Alors
X+Y ell?(Q AP et

(B[|X + Y[P)V/? < (B[ X[P)YP + (B[|Y||P)/P  (Inégalité triangulaire de Minkowsks).

Proof. 1. On a d’abord aX + bY qui est une v.a., puis IE[|aX + bY|] < |a|E[|X]] + |b|IE[]Y|] < co. On utilise
ensuite la linéarité de 'intégrale.

2. La v.a. Ip(X) est une v.a. de Bernoulli de paramétre IP(X € B), et donc également d’espérance IP(X € B).

3. Vue en "Intégration et probabilités".

4. Plus généralement, on a [ |fgldu < [|f llgllq avec || fll, = ([ \f|pdu)1/p. En effet, la fonction = €]0, co[—
—In(z) est convexe, donc pour tout a >0, b > 0 et § € [0, 1], —log(ad + b(1 — 0)) < —6flog(a) — (1 — 0)logb.
En passant & 'exponentielle, on en déduit que a’b'~? < af + b(1 — 6).

Pour tout x € €, choisissons a = “\cl(fwll)"’p’ b= ‘g”(fu){‘;q et @ = 1/p. Alors pour tout z € Q et avec 1 — 0 = 1/q,
P q

F@)] le@)] _ 1 If@P | 1 lg(@)]?
e Tole =2 12 T a2 lal

Intégrons des 2 cotés (on peut et on garde le sens de ’inégalité), on obtient:

J1fgldun _ 1 [1fPPdp 1 [lgl%dp _

1
Ifllollglla = p IfIE - q gl — p

1
+o=1,
q

d’ott le résultat.

5. On va montrer plus généralement que ||f + gllp < [|f|lp + llgll, pour p > 1. Il est clair que si ||f +gll, =0, le

résultat est vrai. De méme si p = 1. Pour p > 1,

If + g7 < /(|f|+|gl)\f+g\p_ldﬂ

< [unre o tdus [lglls +gP

1/q 1/q
< sl ([ 17+ 91 d) " gl ([ 14 91" Vi) " (nsgalie de Holder)
< (Il + ) 1F + gl

d’ou Pinégalité.

O

Conséquence. Soit X une variable aléatoire telle que X € ILP(2, A, IP) pour p > 1, c’est-a-dire
I’ensemble des variables aléatoires définies a la classe d’équivalence IP-p.s. prés (donc X ~ Y si
X -Y =01P-ps.) et telle que B[ X|?] < oo. Alors || X, = (IE[|X[P])'/? est une norme sur
LP(, A P).
PTOOf. Pour que ce soit bien une norme, il faut que:

1. ||IX|lp > 0 pour tout X, ce qui est évidemment vrai;

2. pour tout A € R, [|AX||p = || || X||p ce qui est vrai également;

3. linégalité triangulaire soit vérifiée, soit || X + Y|, < || X|lp + [|[Y|lp, ce qui est vrai grace a I'Inégalité de Minkowski;
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4. si || X|[lp =0, soit [g, | X (w)|dIP(w) = 0 alors X =0, ce qui est vrai si 'on considére X =0 IP-p.s.

La quatriéme propriété implique de travailler sur ILP (9, A, IP) et non sur £P(,.A,IP) qui est constitué des fonctions f telles
que ||f|lp < oo sans la classe d’équivalence: sur LP(Q, A,IP) on a seulement une quasi-norme, la propriété 4/ n’est pas vérifiée
(prendre par exemple Q = [0,1], A = B([0,1]), P= X et f(z) = 0 pour = €]0,1] et f(0) =1).

Conséquence. Soit X une variable aléatoire telle que X € ILP(, A, IP) pour p > 0. Alors pour
tout 1 <r <p, X e L"(Q,A,1P) et

(EIXIDY" < (EIXPDYP <= [ X[ < 1X]]p-

Proof. La fonction ¢(z) = zP/" est convexe sur [0, 00[ car p/r > 1 (il suffit de dériver 2 fois et ¢ > 0). On applique alors
'Inégalité de Jensen a la variable | X|": IE[¢(|X|")] > IE[|X|"]?/", d’ou le résultat.

Définition. Pour X et Y des variables aléatoires telles que X et YV € IL%(Q, A, IP), on définit:
e la variance de X, var(X) = IE [(X — E[X])?| = E[X?] — (IE[X])*.
e la covariance de X et Y par

cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[X Y] — E[X]E[Y].
Remarque: On a var(X) = cov(X, X).

Propriété. Sur l’espace vectoriel E = {X € L3(Q,AP), E[X] = 0}, on définit < XY >=
cov(X,Y) pour X, Y € E. Alors < -,- > définit un produit scalaire.

Conséquence. Pour X et YV deux v.a. sur IL3(Q, A,1P), alors
lcov(X,Y)|? < var(X) var(Y).

Proof. Soit X’ et Y telles que IE[X’] = IE[Y’] = 0: il suffit alors d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz (cas particulier
de Hoélder avec p = ¢ = 2): |E[X'Y’]] < E[|X'Y’|] < VE[X’?]E[Y’?]. Ensuite on remplace X’ par X — IE[X] et Y’ par
Y — E[Y]. 0

Propriété. Pour X et Y deuz v.a. sur IL2(Q, A,1P), on peut définir le coefficient de corrélation
entre X etY par:
cov(X,Y)

cor(X,Y) =
( ) var(X) var(Y)

‘cor(X,Y)’ <1

1.3 Fonction génératrice et fonction caractéristique

Définition. Si X est une v.a. sur (2,4, IP) a valeurs dans IN, on définit la fonction génératrice de
X par:
g(z) =E[z*] pour tout 2 € [-1,1].

Remarque: g(z ZIP z est une série entiére de rayon de convergence R > 1.

Propriété. La fonction g est une fonction C°((—1,1)) et (X = k) = ¢ (0)/k!.

PTOOf. Fonction C*>°((—1,1)): propriété d’une série entiére. De plus, par unicité du développement en série entiére on a
g(k )
également g(z) = > 72 4 (O) 2k =370 JIX(X = k) 2*, d’ot le résultat. O

Conséquence: (X £ Y) <= (9x = gv).
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Propriété. Si IE[|X|] < oo, la fonction g est telle que ¢'(1) = IE[X]. On peut également obtenir
pour tout k > 1, E[X(X — 1) x --- x (X — k)] = g* (1) lorsque TE[X*+1] < oo,

Proof. Pour |z| < 1,4 (z) = o1 X =j)j 231, L’hypothése IE[X] < oo implique que cette série entiére est normalement
convergente sur [—1,1] et ainsi ¢’(1) = IE[X].

De plus, pour |z| < 1, g+t (2) = SR P(X =4)j(G—1) x -~ x (j — k)27~ Donc si E[X*] < oo pour k > 1, alors
E[X(X-1)x- X (X —k)] <ooet BE[X(X —1)x - x (X —k)] =X52, X =j)ji—1)x--x(j—k) =g*(1). O

Exemple: Si X ~ P()\) (loi de Poisson) avec A > 0. Alors g(z) = ¢**~ pour z € RR.

A quoi sert la fonction génératrice?

e A remplacer une mesure de probabilité par une fonction (dans le cas des v.a. a valeurs entiéres
positives) puisque la fonction génératrice caractérise la loi;

e Mais surtout, & obtenir la loi ou montrer la convergence de sommes de variables indépendantes.

Une extension de la fonction génératrice & toute variable aléatoire, discréte, continue, ou autre, est
obtenue par la fonction caractéristique:

Définition. Si X est une v.a. sur (2, .4,1IP), on définit la fonction caractéristique de X par:
dx(u) = ]E[ei“X] = [E[cos(u X)] + ¢ E[sin(u X)] pour tout u € IR.

Remarque: ¢x est défine sur IR du fait que [e?*X| < 1 pour tout u € IR et en appliquant ensuite
le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue.
Théoréme. ¢x = ¢y <= X et Y ont la méme distribution de probabilité.

PTOOf. On peut prouver que pour tout a < b tels que Px ({a,b}) = 0, alors

1 T efzta _ efztb
P(X € [a,b]) = lim — / — ox(t) dt.
T—oo 27 J_p it
Pour commencer, on montre que pour ¢ € IR, f°° Sin(c” dt =mmsic>0et =—msic<0,=0sic=0. Tous ces cas se
rameéne au calcul de 1(0) = foo bm(t) dt. Cette 1ntegrale existe en tant qu’intégrale de Riemann (mais pas en tant qu’intégrale

de Lebesgue!). En effet, la fonctlon t— %(t)

parties . .
sin(t) _cos(t) T cos(t) — cos(1) — cos(t)
/1 dt = [ - ——=], /1 ——dt (1) /1 dt.

est prolongeable par continuité en 0 et en 400, on utilise une intégration par

t t t2 12
Cette derniére intégrale existe car la fonction est majorée par %2 qui est intégrable en +oo.

Par ailleurs, on considére pour t > 0, I(z) = [;° %(t) —zt dt.

I'(x) = — ;7 sin(t) e~ ** dt pour > 0. Or

/ sin(t) et dt = / Im(et)e *tdt = Zm(/ ettt dt) = Im( — - ) = .
0 0 0 11— 1+ 2

On en déduit que I'(z) = —ﬁ soit I(z) = — arctan(z) 4+ K ot K € IR. Comme on sait que limz o0 I(z) = 0, donc K = /2.
I suffit de montrer que la fonction I est continue en 0, d’ou I(0) = [ b”;ﬁ dt = /2.

Cette fonction existe et pour x > 0 elle est dérivable et

—ita —itb

Revenons a la preuve et partons de limp_, o 27r f o + ¢x (t) dt. Soit:
1 T _—ita _ ,—itb 1 T oo it(z—a) _ ,it(z—Db)
P C—C gxydt = — / /  aPx(w)dt
27 J_p it T LS i
1 oo T git(z—a) _ git(z—b)
= — / / ———— dtdIPx(z) (Fubini)
(o] T
1 e T (t(z — sin(t(z — b
_ b /OO/T bln (x a)) _ sin( (ﬂtc ))) dtdPy (z) (Parité).
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Mais si on s’intéresse & limp_, oo ffT (Sin(t(f_a)) — Si“(t(t’:_b)))dt = [ (Si“(t(f_a)) — Si“(t(tx_b))> dt = ¢qp(x), alors
Gap(r) =0siz >boux <aetggp(r) =27 pour a < z < b. Pour z = a et x = b, on obtient +m, mais de I'hypothése
Px ({a,b}) = 0 cela n’interviendra pas. D’ou:

T _—ita _ —ith b
lim —/ %@((t)dt:%/ 27 dPy (z) = (X € [a, b]).

T—oo 271 J_p it

Remarque: Si X est une v.a. discréte a valeurs entiéres, alors ¢x (u) = g(e™).

Propriété. Si X est une v.a. définie sur (Q, A, P) telle que IB[| X |¥] < oo, alors ¢x est une fonction
CF(IR) et gbg?) (u) = i* IB[X*e™X] pour tout u € IR.

PTOOf. Pour k = 1, u € IR et h # 0, nous avons W = ]E[e“‘x<*>] I est clair que eiux<%> —

i X X pour h — 0 puisque eih;’:l — ix lorsque h — 0 pour tout « € IR (on peut considérer g(h) = " et (g(h) —g(0))/h —
g’ (0) lorsque h — 0). De plus, |e?*X (L::’lﬂ < |X| pour tout u € IR et h # 0, et IE[|X|] < oo par hypothése. Le théoréme
de Lebesgue implique alors que %MX(“) — E[iXe!*X] = ¢/, (u). Méme type de preuve pour k > 2. O

Remarque: ¢y (0) = i [E[X] et ¢/ (0) = —IE[X?].

Voici une autre propriété de la fonction caractéristique, spécifique aux v.a. "continues":

Propriété. Si X est une v.a. de loi continue par rapport & la mesure de Lebesgue, de densité fx
et de fonction caractéristique ¢x telle que flR lpx (u)] du < 0o, alors

1 e ,
fx(z) = 57 / dx(u)e *“Tdu pour tout x € R.
T J-o

PTOOf Dans le cas présent, on a: ¢x (u) = / fx(x) e "% ®du. On peut reprendre la preuve d’identification de la loi mais

en passant directement & la limite car la fonctlon caractéristique est alors de module intégrable. D’ou pour tout a < b,

o 1 o0 eTita _ omith _ 1 S L. _ [t = mite
IP(XE[a,b})f/a fX(x)dxiﬁ/iw?(z,X(t)dt,E/im/a e dﬂc(ﬁx(t)dtf/a E/iooe ¢x (t) dt dz,

par Fubini. D’ou le résultat par identification puisqu’il est vrai pour tout a < b. O

A quoi sert la fonction caractéristique?

e Fonction caractéristique de la somme de v.a. indépendantes;
e Fonction caractéristique pour caractériser l'indépendance (voir un peu plus loin);

e Convergence d’une suite de fonctions caractéristiques vers une fonction caractéristique <=
convergence en loi (Théoréme de Lévy, voir un peu plus loin).

2 Vecteurs aléatoires

2.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition. On dit que X est un vecteur aléatoire sur (2,4, P), un espace probabilisé, si X est
une fonction mesurable de (€, A) dans (IRY, B(IR?)).

Définition. Soit X un vecteur aléatoire sur (€2, A, IP) a valeurs dans IR?. Alors la loi (ou mesure)
de probabilité de X, IPx, est définie de fagon univoque & partir de la fonction de répartition de X,
telle que pour = = (z1,--- ,z4) € RY,

d

Fx(z) = Px(][] - 00, zi]) = P XEH 00, T;])

i=1
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Propriété. Soit X un vecteur aléatoire sur (2, A,1P) a valeurs dans R On suppose que X =
(X1,---,Xq). Alors les X; sont des variables aléatoires sur (2, A,IP), de fonction de répartition

FXz(xZ): lini FX(IEl,,I'“,IL’d)

J#

PTOOf. On peut construire la fonction g; qui associe & un vecteur de IR? sa iéme coordonnée. La fonction sur X; : Q — IR est
donc telle que X;(w) = ¢;(X(w)) et comme g est continue, donc mesurable, X; est une variable aléatoire.

Soit (;tgm)n, cey (acz(.r_l)l)n7 (xz(.i)l)n, ce (a:il"))n d — 1 suites croissantes de réels telles que a:;.n) =2 T 0o pour tout j # i
Il est clair que les pavés A, =] — oo,xgw} X oo X] — oo,xl(.i)l X] — 00, x| X] — oo,argz)l} X oo X] — oo,acfi")] forment une suite
croissante de pavés de IR™ (on a A, C App41 pour tout m). On sait alors que limp— oo Px(An) = Px (U, cn An) =
Py (IRF1><] — 00,x;] X IRd*i) = I(X; < x;) = Fx,(z;). Comme ceci est vrai pour toute suite croissante, on a bien le
résultat. |

Remarque: Les mesures de probabilités IPy, déterminées de fagon univoque a partir des F'x, sont
appelées lois marginales de X. Cependant, les lois marginales ne permettent pas d’identifier la
loi du vecteur, sauf a spécifier d’autres propriétés (indépendance par exemple).

Corollaire. Si Fx(x) est continue sur RY et si %Fx(m, ..., xq) existe presque partoul sur
R, alors la densité de la loi Px par rapport a la mesure de Lebesgue sur R? vaut:

ad
Ix(x1,...,mq) = 5 Fx(x1,...,24) pour presque tout (x1,...,zq) € R%

Propriété. Soit X = (X1,...,Xq) un vecteur aléatoire défini sur (Q, A,1P) a valeurs dans RY dont
lo mesure de probabilité est absolument continue par rapport ¢ la mesure de Lebesgue sur RY et de
densité fx. Alors les X; sont des v.a. a loi absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque

" 00 0o
sur IR de densité fx,(x;) = f_oo e f_oo fx(Z1, s 2ic1, Tiy Zig 1y - -y 2q) d21 -« - dzi—1dziqq - . . dzg.
PTOOf. Si Fx est la fonction de répartition de X, alors pour tout z; € IR, Fx,(x;) = limy ;00,5 Fix (z1,...,24). Mais
comme la mesure est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur R4, il existe fx tel que Fx (z1,...,2q) =
Jo - [P fx(z1,...,24) dz1 ... dzq. Donc en utilisant Fubini

oo oo oo z; oo oo
in(:vi)=/ / / / / / Ix (21,0 00,2i21, 20y Zig 1y - 2d) d21 - . . d2zgq
— 00 — 00 — 00 — 00 — 00 — 00
T oo oo
:/ (/ / fX(Zh---:Zi—lvzhzi-kla---vzd)dzl---dZi—lei+1---dZd) dz;
— 00 — 00 — 00

= /_g:o fx,; (i) dzi,

avec fx,(zi) = [Z0 - [T fx(21,..,2i1,2i,Zi41, .-, 2a) dz1 .. dzi_1dziy1 . .. dzg, fonction mesurable positive: la loi de
X est bien absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR et sa densité est fx,. O

Remarque: Si X est a valeurs dans {z;}icr, ot #; € R? et T C IN, alors X est discréte et sa
densité par rapport a la mesure de comptage sur {z;};c; est donnée par P(X = z;) = IP(X1 =
zig N Xg=2i4).

Définition. Soit X un vecteur aléatoire sur (£2, A, IP) a valeurs dans R%. La fonction caractéristique
de X est la fonction ¢x : R? — C telle que pour tout ¢ € IRY,

ox(t) = Bfexp(i < £,X )] = [ & apy (o),
IRd
d
ol < . > désigne le produit scalaire euclidien sur IR? vérifiant < ¢,z >= Z tix; pourt = (t1,--- ,tq)
i=1
et x = (r1, - ,2q).
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Remarque: La fonction caractéristique existe sur IR et ¢ x(0) = 1. ¢x est aussi la transformée de
Fourier de la mesure IPx.

Théoréme. Soit X et Y des vecteurs aléatoires sur (2, A, IP) & valeurs dans RY, de lois Py et IPy.
Alors IPx = IPy si et seulement si ¢px = ¢y.

PTOOf. Meéme type de preuve que dans IR sauf que dans le cas multidimensionnel on choisit des a; < b; ot j = 1,...,n
vérifiant Py ({a1,b1} X --- x {aq,bq}) = 0, et alors on montre que

T —itja; _ g—itjb;

d
1
P(X € a1, ba] x - x [ag,ba)) = Jim_ ] (ﬁ / Yox(tr, . ta)da . dia,
j=1

_T it
O

Théoréme (Théoréme d’inversion). Si X est un vecteur aléatoire sur (Q, A, 1P) d valeurs dans IR?
et si ox est une fonction intégrable par rapport ¢ la mesure de Lebesque Mg sur R, alors X admet
une densité fx par rapport & \g telle que pour x € IRY,

fx(z) = (271r)d /md e I<bT> p (t)dt.

PTOOf. Méme type de preuve que dans IR. O

Corollaire. (Lemme de Cramér-Wold) Si X et Y sont deuxr vecteurs aléatoires définis sur
(Q, A,1P) ¢ valeurs dans RY. Alors Py = Py si et seulement si < u, X > £ < u, Y > pour tous

les u € RY.

Ceci signifie que la loi d’un vecteur aléatoire X = (X1, ..., Xy) peut étre déterminée & partir de la
loi de des combinaisons linéaires de ses coordonnées qui sont les variables aléatoires X;. Cela peut
étre intéressant pour montrer notamment des théorémes de la limite centrale multidimensionnels:
on pourra se restreindre & montrer un théoréme de la limite centrale unidimensionnel pour une
combinaison linéaire générale.

Définition. Pour X un vecteur aléatoire sur (2, A, IP) a valeurs dans IR? telle que IE[||X||"] < oo
avec 7 > 0.

1. Si r =1, alors on définit le vecteur IE[X] = (IE[Xl], .. ,]E[Xd])T, qui est appelé espérance
de X;

2. Sir = 2, alors on définit la matrice cov(X) = E[ (X —IE[X]) (X—IE[X])T] = (cov(X;, X;))

1<i,j<d
appelée matrice de variance-covariance de X.

Propriété. Soit X et Y deuz vecteurs aléatoires définis sur (Q, A,IP) a valeurs dans RY.

1. Si A et B sont des matrices de réels de taille (¢,d) et C un vecteur de R?, alors:

E[AX +BY +C|] = AE[X]|+ BE[Y] + C.

2. Si A est une matrice de réels de taille (£,d) et C un vecteur de R,

cov(AX + C) = Acov(X) AT

Proof. 1. Voir la dimension 1.
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2. OnaE[AX +C] = AE[X] + C d’ou:
cov(A X+C) = B[((A X+C)~E[A X+C)) (A X+C)—E[A X+C])T] =E[A(X-E[X])(A (X—]E[X]))T] = Acov(X)AT.
O

Propriété. Pour X un vecteur aléatoire sur (Q, A,1P) & valeurs dans R telle que E[|X]?] < oo
alors sa matrice de variance-covariance 3 est une matrice symétrique positive.

PTOOf. Comme cov(X;, X;) = cov(Xj;, X;) la matrice ¥ est clairement symétrique. Elle est donc la matrice d’une forme
quadratique et est diagonalisable dans IR. De plus, pour tout v € RY, tu X est une v.a. et sa variance var(*u X) > 0, comme
toute variance. Mais var(*u X) = cov(*u X) = tucov(X)u par la formule précédente. Donc *ucov(X)u > 0 pour tout u € R%:
la matrice est positive (les valeurs propres sont donc toutes positives ou nulles). O

2.2 Indépendance
Définition. Soit (€2, .4,IP) un espace de probabilité et I C IN.

e Soit (A;);ier une famille d’événements de A. On dit que les événements (A;);cr sont indépen-
dants si et seulement si pour tous les sous-ensembles finis K C I,

P( () A =[] P

€K €K

e Soit (A;)ier une famille de sous-tribus de A (donc pour tout i € I, A; C A). On dit que les
tribus (A;);es sont indépendantes si et seulement si pour tous les sous-ensembles finis K C I,
et pour tous les événements A, € A avec k € K, les Ay sont indépendants.

e Soit (X;)ies une famille de variables aléatoires sur (€2, .4, IP) & valeurs dans (IR, B(IR)). On dit
que les v.a. (X;);er sont indépendantes si et seulement si les tribus engendrées (X; *(B(IR)))ics
sont indépendantes, ou encore pour tous les sous-ensembles finis K C I:

P(() Xi € Bi) = [[ (X € B;) pour tous B; € B(R).
€K €K

Proposition. Si (X1, ---,X,) sont des variables aléatoires sur (Q, A, IP). Alors les (X;) sont

n
indépendantes si et seulement si P x, .. x,) = ®IPXZ..
1=1

PTOOf. Par le théoréme du transport et Fubini, il est clair que pour toute famille (B;)i<ij<n de boréliens de B(IR) alors:

n

n
AP, xo (@1, an) = ] /B dPx, (z:) = [[ (Xi € By).
=17 i

=1

IP(X1 € B1,...,Xn € Bn) =/
B1X--XBp

O

Proposition. Si (X;)ier sont des variables aléatoires indépendantes sur (2, A, IP). Alors les (X;)
sont indépendantes si et seulement si pour tout J C I, J fini, pour toutes fonctions boréliennes
(9j)jea telles que g;(X;) soit intégrable, alors

B| [T o(x5)] = T ®lo(x)]
JjeJ Jj€J
PTOOf. — Par le théoréme du transport, puis par Fubini,

B[ [To00)] = [ TlastedPis,),c (@epsen =TT [ oo aix, (@n) = T] Blay ()

J
jeJT RI7I S5 jeJ jeJ

<= On prenant le cas particulier g;(z;) = Iy,ep;, avec (B;) des boréliens de B(IR) on retombe sur la définition de
I’indépendance. |
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Corollaire. (Xy,---,Xy) sont des variables aléatoires indépendantes si et seulement si pour tout
d
(tly"' 7td) e R i
d
Ot o) (1 ta) = H
PTOOf. = Comme ¢(x, ... x,)(t1, " ,ta) = E[e’ Tic tJXJJ = IE[H?:1 e“’ixf}, on utilise la caractérisation précédente
de I'indépendance avec les g;j(z) = e*%i®.

<= D’aprés la formule de caractérisation de la loi par la fonction caractéristique, avec IF’({ai7 bi}lgigd) =0,

T —itja; _ ,—itjb;
IP(X € [a1,b1] X -+ X [aq, b)) = hm/ / H 27(/ T‘e)ﬁbx(tl,..-,td)dh”.dtd
- J

d T —itja; —it;b d
1 [ e e A
- 1 <7 —(z)_t-d._ll]PX'ea'b'
m I3y 5 / 0 X](J) t]) st ( j € laj, .7])7

soit la caractérisation de 'indépendance pour presque tous les pavés fermés. O

Corollaire. Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire défini sur (Q, A,TP) a valeurs dans IRY
dont la mesure de probabilité IPx est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque A\g
sur R? avec pour densité fx. Alors:

(X1, -+, Xp) v.a. indépendantes < fx(x1,...,2,) = Hsz(‘Tl) pour tout (x1,...,x,) € R™.
=1
PTOOf. On utilise la formule d’inversion pour la fonction caractéristique:

1
(2mn

fx(@1,...,zn) = (bx(ul,...,un)eii(u1x1+"'+“"x">du1...dun7 / H¢X uj)e “EUT5 gy L dun,
R !

d’aprés la caractérisation précédente. Il ne reste plus qu’a utiliser Fubini et & réécrire l'intégrale multiple comme un produit
d’intégrales simples. O

Corollaire. Deuz vecteurs aléatoires définis sur (2, A, IP) sont indépendants si et seulement si toute
combinaison linéaire de l'un est indépendante de toute combinatson linéaire de 'autre.

Corollaire. Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire défini sur (Q, A,1P) & valeurs dans IR?.
On suppose que ]E[||XH2] < o0 et (X1,...,X,) mutuellement indépendantes. Alors:

cov(X) est une matrice diagonale avec les var(X;) sur sa diagonale.
Proof. On utilise ici le fait que cov(X) = (cov(Xi, X;)))1<ij<n €t cov(X;, X;) = 0si i # j. O

Remarque: Il est bien connu que cov(Xi, X2) = 0 n’entraine pas que X; et Xo soient indépen-
dantes. Exemple: X1 & N(0,1) et Xy = X2

Propriété. Soit X et Y deur v.a. indépendantes et de loi absolument continues par rapport & la
mesure de Lebesque \1, de densités fx et fy. Alors Z = X +Y est une v.a. absolument continue
par rapport & la mesure de Lebesque A1 de densité fz el

)—/]fo(t)fY(Z—t)dt—/]Rfy(t)fx(z—t)dt pour tout z € IR.

fz est appelée produit de convolution de fx et fy.
PTOOf. On peut écrire en utilisant Fubini et des changements de variables, que pour tout z € IR,

Frov(@ =Py <2 = [~ ) [ p@dan= [T [T s -patay= [T ([T @ ) s

—o0

d’oil le résultat. O

Remarque: Attention ’hypothése d’'indépendance est nécessaire pour obtenir le produit de con-
volution.
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3 Vecteurs gaussiens

3.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition. On dit qu’une variable aléatoire X est gaussienne si ¢’est une variable absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR de densité

) avec m € R et 02 > 0.

1 1 (_;($—27n)2

g

On note X & N(m,c?) et m = E[X] et 02 = var(X).
Propriété. Si X £ N(m,0?), alors:

1. X=m+40Z avec Z £ N(0,1), loi normale centrée réduite.

2. E[|X?] = f,(m,0?) < 0o pour tout p € IN*.

3. La fonction caractéristique de X est ¢px(u) = exp (zmu - %02 uz).
Définition. On dit qu’un vecteur aléatoire (X7, ..., Xy) non nul défini sur (€2, A, IP) est un vecteur
gaussien si toute combinaison linéaire u; Xy + -+ + ug Xy, avec (u;)i1<i<d € ]Rd, est une variable
gaussienne ou une constante.

Conséquence. Si (Xi,..., X ) est un vecteur gaussien, alors chaque X; est une variable gaussienne.
La réciproque est fausse en général (voir exercice).

Conséquence. Si X =!(Xy,..., Xy) est un vecteur gaussien, alors pour toute matrice M de réels
de taille (d’,d) et tout vecteur colonne B de taille d', M X + B est aussi un vecteur gaussien.

Propriété. Si X = (X1,...,Xy) est un vecteur gaussien, alors sa loi de probabilité ne dépend que
de son espérance et de sa matrice de variance-covariance.

. d .
Proof. Commencons par étudier le cas o X est centré. On a ¢x (u) = Ee" Tj=1ui Xy ]. Comme Z?zl u; X est une variable

aléatoire gal}ssienne centrée, sa fonction caractéristique dépend de sa variance et var( E?:l uj Xj) = Z1§j,k§d wjug cov(Xj, Xp).
On en déduit que:

( Z ujukcov(Xj,Xk))):exp<7%tu2u>,

1
¢x(u) = exp ( -3
1<j,k<d

ou Y = (cov(Xj,Xk))1<j p<q €5t 1la matrice de covariance de X.

Si maintenant, X n’est plus centré, si on note m = (m1,..., mgy) son espérance, on peut écrire que
i<u,m> i 39wy (X;—m;y) i <u,m> Ly
d)X(u):IE[e ’ e" ~i=1"%1 " J}:e ’ exp -3 uXu).

La fonction caractéristique de X ne dépend donc que de son espérance et sa matrice de covariance, et il en est de méme pour
sa loi de probabilité. O

Conséquence: Si X £ N(m, %) alors X = m + $2 7 avec Z £ N(0g, I) vecteur gaussien
centré réduit (la matrice /2 peut étre obtenue par diagonalisation avec racines des valeurs propres).

Propriété. Si Xq,..., Xy sont d v.a. gaussiennes indépendantes alors X = (X1,...,Xy) est un
vecteur gaussien de matrice de variance-covariance diagonale.
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PTOOf. On a vu que l'indépendance entre 2 v.a. entraine la nullité de leur covariance. Or la matrice de covariance est
composée en dehors de la diagonale des cov(X;, Xy) avec k # j. Si on considére la fonction caractéristique de X, alors, en
utilisant I'indépendance des X;:

d
. _1sd 2,2 ; 1
ox(u) = [T éx, (ug) = e <0m> 78 R 7f — ei<um> o (= tusiu),
j=1

avec X la matrice de covariance de X qui est donc diagonale: on aboutit a la fonction caractéristique d’un vecteur gaussien. [
Corollaire. Soit X = (X1,...,Xy) un vecteur gaussien. Alors:

(X1,...,Xq) indépendantes <= cov(X;, X;) =0 pour i # j.
PTOOf. Dans le sens = c’est immédiat. Dans le sens <= on reprend la preuve un peu plus haut. O

Propriété. Si X = (Xi,...,X4) est un vecteur gaussien d’espérance IE[X] dont la matrice de
variance-covariance % est définie positive, alors X est absolument continue par rapport & la mesure
de Lebesque sur R? et sa densité est:

1 1 1

Ix(z) = (2m)d/2 dot(2) exp <— B}

(z —IE[X])TE_l(:U—IE[X])) pour x = (x1,...,24)" € RY,

PTOOf. En premier lieu, on obtient de maniére immédiate que si le vecteur Z est centré réduit, soit Z £ N(0, 1) alors toutes

d

1 _1

ses composantes sont indépendantes donc sa densité est H W e 2% = W e
™ ™

2 1 1 d 2
Zj 2 2aj=17%j

j=1
Par ailleurs, on a vu que si X £ N(E[X],X) alors X £ [E[X]+ X!/2Z. Ainsi pour toute fonction g : R? — IR bornée, alors:

Elo(X)] = Blo(BIX) +21/22)] = [ a(BX)+ 2122 f7(:)dz = [ g@) det (2712) f2 (27120 ~ B[))) do

avec la formule du changement de variable pour les intégrales multiples. Comme det (2*1/2) = (det(E))_l/2 et (2*1/2(35 -
IE[X]))TE*VZ(Q: —E[X]) = (z — E[X])) T~ (z — IE[X]) on obtient le résultat. O

3.2 Lois découlant de la loi gaussienne
Définition. Soit X = (X1,...,Xy) un vecteur gaussien centré réduit, X L N(0,1;). Alors la loi
de Z = ||X||? = X? +--- + X2 est appelée loi du chi2 a d degrés de liberté notée Z £ 2(d).

L

Propriété. Pour d € IN*, x*(d) ~ I'(

[NisH

N[
SN—

9

Proof. On sait quesi U & T(a,8) et v & T(a,8) etsi U LV, alors U+V 5 T'(2a, 8). 1l suffit donc de démontrer que

2 £ 11
X7 ~F(§,§.

Or pour z > 0,

1 1 (l)l/Q 1 1
X2<z)=2 <X; < =2(F -2) = = e w/2- 12 37 le 3
P(X7 < x) P(0 < X7 < V7x) ( (V) 2) fxlz(m) mﬁe F(1/2)m2 e 27,
qui est bien la loi T'(3, 1). O

Théoréme (Théoreme de Cochran). Soit un vecteur gaussien centré réduit X £ Na(0g, 13). En

considérant le produit scalaire euclidien classique sur RY, on considére A et B deux sous-espaces

vectoriels orthogonauz de R et on note Py et Py les matrices de projection orthogonale sur A et
sur B. Alors:
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1. P4X et PpX sont deux vecteurs gaussiens indépendants ¢ valeurs dans RY;
HPAXH2 £ X2(dim(A)), loi du x? a dim(A) degrés de liberté.

PTOOf. 1. Comme P4 est une matrice de réels et € un vecteur gaussien, alors P4e est un vecteur gaussien, centré car ¢
est centré. Donc (Pae, Pge) est une famille indépendante si cov(Pae, Pge) = 0 car (Pae, Pge) est un vecteur gaussien

(de taille 2d). Or cov(Pae, Pge) = E[Pact(Ppe)] = IE[PactetPg] = Pacov(e)!Pap = PaPp. Mais A L B donc
PaPp =0, d’ou le résultat.

2. ||PA5H2 =tetPyPae = te Pye. Mais P4 est une matrice réelle symétrique donc diagonalisable et on peut écrire que
4 = QD'Q avec Q une matrice orthogonale et D une matrice diagonale avec les valeurs propres de P4, donc par
exemple d’abord dim(A) uns sur la diagonale puis dessous n — dim(A) zéros. D’oll HPA5||2 =1(*Qe) D (*Qe). Soit

e =tQe. Alors ¢ £ N, (0,'QQ) = Nn(0, I) car Q est une matrice orthogonale (donc Q~! = *Q). Donc ¢’ est
dim(A)
g=1 (
indépendantes de méme variance 1, on a donc Zdlm A>(£;)2 £ x?(dim(A)).

un vecteur gaussien centré standard. Comme *e’ De’ = > 6;)2, les ¢ étant des variables gaussiennes centrées

O

Définition. Soit X une v.a. gaussienne de loi N'(0,1) et Y une v.a. indépendendante de X et
suivant une loi x2(d) avec d € IN*. Alors la variable T = X/1/Y/d suit une loi dite de Student & d

degrés de liberté, et on notera T £ t(d).

Propriété. Si T suit une loi de Student ¢ d degrés de liberté:
e la loi de T est symétrique et de densité fr(t) =

o E[|T|% < 00 pour a < d et IE[|T|¢] =
e Sid=1,T suit une loi de Cauchy.

Tr00]. e Pour t € IR, du fait que et sont indépendantes et du fait que Y > 0, on peut écrire que:
P P IR, du fai X Y indé d du fai Y >0 écri
d/2 Yoowri d/2
° ( t y/d l 2 1 Y 1:,2
(T <t)=IP(X <tY/d) / y2 —leu/2 e 2 4pdy = / / 5 ZeV/2e~3a dudy
I r(4) —ee V2m V2r fr V2rVar(4)

aprés un changement de variable. De ceci, en appliquant Fubini et un nouveau changement de variable, on en déduit

que:
d/2 2 (l)d/Z t 2 (d+1) o
1 u u“ . — (d+1)
P(T<t) = / / 7y(1+7)dydu:27/ 1+— 2 / y oz 1 _7ydydu
r\fr g \/ﬁ\/&F(%) —oo( d) 0
(d+1) _
11 ne reste plus alors qu’a utiliser le fait que fooo y 2z le"2 ydy = (%1) (%) (d+1)/2, et on btient le résultat désiré.

e En utilisant un équivalent, on a [¢|* f7(t) ~ [t|* t~(@+1) pour t — oo et il ne reste plus qu’a utiliser les résultats connus
sur les intégrales de Riemann.

e Sid=1, on tombe bien sur la densité % ﬁ qui est celle d’une loi de Cauchy.

O
Propriété. Soit (X1,...,X,) une suite de v.a.i.i.d. gaussienne de loi N'(m,c?). Soit la moyenne
et la variance empiriques de (X1,...,X,,) définies respectivement par:
= ZX et T =—7 Z(Xi—Xn) .
=1 =1
Alors:
2 2

e La loi de X,, est N'(m, J—) et la loi de T2 est LlXQ(n —1).
n n—
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V(K —m)

o X, et 52 sont deuz v.a. indépendantes et la loi de T, = est une loi t(n —1).

On

PTOOf. Voir exercice de la feuille de TD3. O

Définition. Soit X et X, deux v.a. indépendantes suivant respectivement des lois x?(ny) et
1

ny

x%(n2). Alors la variable Z = A& X: suit une loi dite de Fisher a (ni,ng) degrés de liberté, et on

n2

notera Z & F(n1,na).

4 Convergence de suites de variables aléatoires et théorémes limite

4.1 Convergence de suites de variables aléatoires

Remarque importante! Toutes (ou presque) les définitions et propriétés données ci-dessous le
sont pour des suites de variables aléatoires. Cependant elles sont également valables pour des suites
de vecteurs aléatoires, quite & adapter les définitions et preuves avec IR? et || - || en lieu et place de
Ret|-]

Définition. Soit (X,)nen une suite de v.a. définie sur le méme espace de probabilité (2, A, IP).
Et soit X une v.a. définie également sur (€2, A, IP). Alors:

. p L
e (X)) converge en loi vers X, noté X, _ X oo, lorsque,

lim Fx, ()= Fx_(z) oux € R et Fx_ continue en x.
n—oo

e (X)) converge en probabilité vers X, noté X, n%O Xoo, lorsque pour tout € > 0,

lim IP(|X,, — Xoo| > ¢) = 0.
n—o0

e (X,,) converge dans ILP(Q2, A, IP) vers X, noté X, n]%;o X0, avec p > 0, lorsque

E[| X, 4+ | XxP] <oo et lim E[|X, - X[’] =0.
n—oo
e (X,) converge presque stirement vers X, noté X, n%o Xoo, lorsque

lim X, (w) = Xo(w) pour IP-presque tout w € Q.

n—oo

Théoréme. Soit (X,)new est une suite de v.a. définies sur (Q, A, IP) et Xoo une v.a. également
définie sur (2, A,1P). Alors,

X, 5 Xo == Elg(X,)] — IE[g(Xx)] pour toute fonction g : R — IR continue bornée.
n—00 n—00

Proof. — Soit g une fonction continue bornée sur IR et sans perte de généralité on va supposer que ||g|loo < 1. Soit € > 0.
Comme limg—y 400 IP(X > 2) = 0 = limg—,_ oo (X < z), il existe un intervalle [a,b] de IR tel que (X ¢ [a,b]) < €, avec
Fx_, continue en a et b. Sur [a,b], qui est un compact, g est uniformément continue, ce qui signifie qu’il existe 7. > 0 tel que
pour tout zg € [a,b] et tout = € [zo — 1=, xo + ne| alors |g(zo) — g(z)] < €]. On peut donc décomposer [a,b] en me = |b— al/ne
intervalles [a;, bs], soit [a,b] = (! [aq, bi], avec pour tout (z,y) € [as, bs]?, |g(z) — g(y)| < e et Fx__ continue en a; et b;.

Soit ge la fonction en escalier telle que ge(x) = Y277 g(x:) Upe[q, p,] POUT tout = € R, ot @; € [as, b;] pour tout s =1,...,me.
Il est clair que pour tout z € [a,b], |g(x) — ge(x)| < e. Ainsi:

}E[Q(Xn) - gs(Xn)” < IEHQ(Xn) - gs(Xn)| HXne[a,b]} + IEHQ(Xn) - QE(Xn)} Hxngé[a,b]] <e+P(Xp ¢ [a,b])
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car g- = 0 en dehors de [a, b] et ||g]lcc < 1. De la méme maniére,

‘E[Q(XOO) - ge(Xoo)” <e+P(Xeo ¢ [a, b])

Il est clair que comme Fx — Fx, alors IP(X,, ¢ [a,b]) — P(Xoo ¢ [a,b]), donc il existe N tel que pour n > N,
n oo n o0

IP(Xn ¢ [a,b]) < 2e.
Enfin, il existe N’ tel que pour tout n > N’,

|E[ge(Xn) — ge(Xoo)] | < i lg(x:)] [TP(Xn € [ai, b:]) — P(Xoo € [as,bi])] <,
=1

car il existe N’ tel que pour tout i, |IP(Xn € [as, b)) — P(Xoo € [ai,bi])| < n%gs. 1l ne reste plus qu’a écrire que pour
n > max(N, N'),

|E[9(Xn)] - IE[Q(Xoo)H < |IE[9(X7L) - gE(Xn)H + |IE[QE(X0<>) - QE(XH)” + |E[9(X00) - QE(XOO)H <3e+e+2e<6¢,

d’ot la convergence demandée.

O

Théoréme (Théoréme de Lévy (1920)). Soit (Xp)new est une suite de v.a. définies sur
(Q, A, IP) et Xoo une v.a. également définie sur (Q, A, IP). Alors, en notant ¢x, et dx.. les fonctions
caractéristiques de X, et de X,

X, 5 X = ox, (u) — ox. (u) pour tout u € R,

Proof. — 1l suffit de considérer le théoréme précédent et choisir g(z) = e?“* qui est bien continue et bornée.
<= Trop difficile. O

Propriété. Soit (X, )new une suite de v.a. définie sur le méme espace de probabilité (2, A, IP) et
Xoo une v.a. définie également sur (2, A, IP). Alors:

5. i
LXn 2% XooouXn 25 Xoo = X, 2 Xoo.
n—o0 n—0o0 n—oo
P c
2.X, — Xoo = X, — X
n—oo n—oo
ILP LA
3. pourq>p, Xy — Xoo = Xy, — X
n—o0 n—oo

4. La convergence en loi n’entraine pas la convergence en probabilité. Mais pour C une constante,
P

L
(X, — O) = (X, — ().
n—o00 n—o00
Proof. 1. e Si X, n%o Xoo alors 3Q € A vérifiant IP(Q) = 1, tel que pour tout w € Q, Xn(w) el Xoo(w). Soit

e > 0. Alors par la formule des probabilités totales

(| X, — Xoo| > ) = P{w € O, | X (w) — Xoo(@)| > &}) + P({w ¢ Q, [ Xn(w) = Xoo(w)| > €})
<TPHw € Q, | Xn (W) — Xeo(W)| > e}) +1 = TP(Q) < PP{w € Q, | Xn () — Xeo(w)| > €}).

Mais comme X, (w) — Xoo(w) pour w € ©, alors il existe N € IN, tel que pour tout n > N, | Xy (w) — Xoo(w)| < &.
n [eo]
Donc pour n > N, {w € Q, | Xn(w) — Xoo(w)| > e} = 0 soit (| X, — Xoo| > €) = 0: d’oit la convergence en probabilité.
o X, e Xoo, alors IB[| Xn|P + |[XoolP] < 00 et E[|Xpn — Xoo|P] —2 0. Pour € > 0,
n oo

n— 00

E[| Xy — Xoo|?
1P<|anxoo|zs>=n°(\xnfxoo|*’zap>g% =0,

en utilisant I'Inégalité de Markov, d’ou la convergence en probabilités.
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2. On suppose Xn % Xoo donc pour nn > 0 quelconque, IP(| Xy, — Xoo| > 1) —2 0. Par ailleurs, pour z € IR tel
n o0 n oo

que Fx__ est continue en z, donc pour tout € > 0 alors il existe ne > 0 tel que |[Fx_(z —ne) — Fx ()] < € et
|Fx_ (x+mne) — Fx_ (z)] <e. Mais:

Fx,(x) = PXn <)
P(Xoo <2 — (Xn — Xoo) N[ Xn — Xoo| <7e) + P(Xoo <z — (Xn — Xoo) N |Xn — Xoo| > 1¢)
P(Xoo <z +ne) + (| Xn — Xoo| > 1e).
En minorant de la méme maniére, on obtient donc:
Fx (@) —e = (| Xn — Xoo| 2 7mc) < Fx,, () < Fx o (%) + &+ (| Xn — Xoo| 2 7).
Comme IP(| X, — Xoo| > 1) v 0, on en déduit qu’il existe N € IN tel que pour tout n > N, IP(| X, — Xoo| > 1) <o,

IN

donc pour n > N, |Fx, (z) — Fx__ (z)| < 2e: on obtient bien la convergence en loi.
3. On utilise || Xn — Xoollp < [|Xn — Xoollq, done E[| X — Xoo|?] < E[|Xn — Xoo|?]P/9.

4. Voir exercice.
O

Exemple instructif: Sur ([0, 1], 5([0,1]),4([0,1]) on définit la suite (X,,) telle que pour w € [0, 1],

Xp(w) = (n+ 1)w™ On montre alors que X, £, 0, X, L 0et X, 25 0, mais (X,) ne

converge pas dans IL! (si elle convergeait en ce sens elle convergerait également en probabilité et ce
serait nécessairement vers 0).

Propriété. Soit (X, )new une suite de v.a. définie sur le méme espace de probabilité (2, A, IP) et
Xoo une v.a. définie également sur (2, A,IP). Soit g : IR — R est une fonction borélienne continue

sur C C R telle que IP(Xo € C) = 1. Alors (X, H%O Xoo) = (9(Xp) n%O 9(X0)). Méme
chose pour les convergences en loi et p.s. .
PTOOf. e On fixe € > 0. Pour tout § > 0, on définit

Bse = {x eRNC, yeR, |z—y| < et |g(z) —gly)| > 6}.

Comme g est continue sur C, il est clair que lims_, o+ Bs, = 0. En utilisant la formule des probabilités totales, on peut écrire:

X(|g(Xn) — 9(Xoo)| > €) = I(|g(Xn) — 9(Xoo)| > €N Xoo € Bs,e) + |g(Xn) — 9(Xoo)| > N Xoo ¢ Bs,e)
<IP(Xoo € Bse) + (| Xn — Xoo| > 6N Xoo & Bse) + P(Xoo ¢ C) < IP(Xoo € Bse) + (| Xn — Xoo| > 9),
car I(Xoo ¢ C) = 0. Comme limg_, o+ Bs. = 0 on peut toujours choisir § suffisamment petit pour que IP(Xo € Bg) soit

aussi petit que ’on veut, et comme X, % Xoo, on peut choisir n suffisamment grand pour que IP(|X,, — Xoo| > J) soit
n o0

aussi petit que ’on veut. Donc g(Xy) n_%o 9(Xoo).

o X, n%o Xoo si et seulement si pour toute fonction h continue bornée E[h(X5,)] el E[h(X)]. Comme hog est aussi

continue bornée, on a également IE[h(g(Xr))] v E[h(9(Xx))].
n oo
e Si X, % Xoo, alors 3Q € A vérifiant ]P(ﬁ) = 1, tel que pour tout w € §, Xn(w) —Z Xoo(w). Donc pour tout w € Q,
n oo n o0

9(Xn(w)) e 9(Xoo(w)) d’apreés la caractérisation de la continuité par les suites numériques. D’ou g(Xy) n%o 9(X). O
Lemme (Lemme de Slutsky (Slutsky, 1915)). Soit (X,,) une suite de v.a. définies sur (2, A, IP)

et Xoo une v.a. définie également sur (Q, A, IP) telle que X, £, Xoo. Soit (Yy,) une suite de v.a.
n—oo

définies sur (0, A, IP) telle que Y, L5 ¢, oiceR. Alors (Xn,Yn) =N (X0, 0).
n—oo

n—00

PTOOf. Soit u = (u1,u2) € R2. En notant (X n,Y,) 1a fonction caractéristique de (Xn, Yn), on a:

A

[(x0,v) (W) = D(xo,0) W] < |D(xn,v) (W) = B X,y (W] + [E( X000 (W) = D(x ey ()]
|]E[€iu1Xn (eiugYn _ eiugc)] } 4 ‘E[eiugc(eiuan _ eiulXoo)“

|]EHeiu2Yn, _ eiuzc|” + |¢Xn(u1) _ ¢XOC (u1)|

IN N

7 iu2Yn _ iuzc ugYy _ piusc 2 — eptua(Yp—c) _ ptua(c—Yy, _ ¢Yn(u2) _ ¢Yn(_u2)
Mais B [|ei2¥ —eiv2¢[] < \/B[Jetnan — civac ] < /B2 - ea0n=0) — erual ”VQ B  belup) e °

car ¢y, (u2) —> ¢c(u2) pour tout ug, puisque Yy, P, ¢ donc Yn £y ¢ Par ailleurs, }cf)xn(ul) — dx. (u1)| — 0
n— o0 n— oo n— o0 n— oo

pour tout u; puisque Xy, _)i> Xoo. En conséquence, ‘(;S(Xn Y) (W) = @(Xoo,0) (u)| 2 0, dou le résultat. O
e Yn 0o Do
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4.2 Théorémes limites

Dans la suite, on va s’intéresser & la convergence de la moyenne empirique. On commence par
obtenir les propriétés suivantes:

Propriété. Pour (Xi,...,X,) une famille de v.a. définies sur (Q, A, IP).
1 n
o Si IE[|Xy|] < oo pour tout k, alors IE(X,) = — Z]E(Xk);
n
k=1

e Si IE[X?] < oo pour tout k,

_ 1 1 2
var(X,) = s E cov(X;, Xj) = 3 E var(X;) + 3 E cou(X;, Xj).
1<i,j<n i=1 1<i<j<n
PTOOf. e On obtient I’existence de IE[| X |] par 'inégalité triangulaire et sa valeur par linéarité de ’espérance.

e Comme var(X,) = E[(X, — E[X,])?] = '%2 Sr_ 1 (X — IE[X,])?, on obtient I’existence de var(X,) par l'inégalité
triangulaire pour || Z||2 = E[Z2]'/2.
De plus, par bilinéarité de la covariance, on a

— 1 & “ 1 1 2
var(Xn,) = ECOV(ZXZ‘,ZX]') = Z cov(X;, X;) = o Zvar(Xi) +— Z cov(X;, Xj).
=1 j=1 1<i,j<n i=1 1<i<j<n

O

Conséquence. Si (Xi,...,X,) sont des v.a. indépendantes et identiquement distribuées
(notées v.a.i.i.d.) alors

E(X,) =E[X|] siE[|Xi]]<oco et var(X,)= %var(Xl) si [B[X7] < oo.

PT‘OOf. La preuve est immédiate en utilisant le fait que IE[X] = IE[X1] et var(Xy) = var(X1) pour tout k, et le fait que
Pindépendance entre les X; implique que cov(X;, X;) = 0 pour ¢ # j. O

Propriété (Inégalité de Markov (Tchebychev, 1867, Markov, 1884)). Soit X une v.a.
positive définie sur (2, A, 1P). Alors pour tout € > 0,

PX >¢e) < IELX] (valable si IE[X| = o0).

PTOOf. Soit € > 0. On considére Y = X I x>.. Alors Y est une v.a. positive et E[Y] = E[X Ix>.] > Elelx>.] = ¢ P(X
). Mais on a également Y < X par définition, donc IE[Y] < IE[X]. D’ou le résultat.

dnv

Voici une conséquence directe de cette inégalité:

Propriété (Inégalité de Bienaymé-Tchebitchev (1853-1867)). Soit X une v.a. définie sur
(Q, A, IP) telle que IE[X?] < 0o. Alors m = IE[X] et 02 = var(X), pour tout € > 0,

var(X) .

P(|X —E[X]| >¢) < —;

9

PTOOf. On reprend I'Tnégalité de Markov appliquée a (X — IE[X])2 qui est bien une v.a. positive et & €2 plutot que . Le
résultat est obtenu puisque IE[(X — IE[X])?] = var(X) et en remarquant que IP((X — E[X])? > e2) = P(|X — E[X]| > ¢). O

On va maintenant appliquer tout se qui précede a la moyenne empirique d’une famille de variables
aléatoires indépendantes ayant toute la méme loi:
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Théoréme (Loi Faible des Grands Nombres avec moment d’ordre 2 (Tchebytchev,
1867)). Soit (Xp)new une suite de v.a.ii.d. définies sur (Q, A, TP) telle que IE[X?] < co. Alors:

X, 2 E[Xy).

n—oo

PTOOf. Application directe de I'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev: pour tout € > 0,

var(X,) _ var(X1) Y
€

2 n 52 n— oo

P(| X, — BlXi]| > €) <

d’oti la convergence en probabilité de X p,. O

Théoréme (Loi Faible des Grands Nombres avec moment d’ordre 1 (Khintchine, 1929)).
Soit (Xp)new une suite de v.a.i.i.d. définies sur (2, A, IP) telle que IE[|X1|] < co. Alors:

-~ P
X, — E[Xy].

n—oo

PTOOf. Sans perte de généralité on peut supposer que (X;) est centré (sinon on considére X; = X — IE[X;]). Alors pour
u € IR, en passant par la fonction caractéristique on:

by, (u) =B’ w Zi=1Xk] = 6% (u/n),

n

grace a l'indépendance et le fait d’étre identiquement distribué. Mais |¢x, (u/n)| < 1 comme toute fonction caractéristique et
on peut effectuer un développement limité de Lagrange d’ordre 1 en 0 de ¢x, (u/n), sachant que puisque IE[|X1|] < oo alors
¢x, est de classe C! sur R:

u v u v

¢x, (u/n) = ¢x,(0)+ —¢'(—) =1+ —¢'(-),

n' ‘n n' ‘n

avec |v| < |ul. Mais ¢’(0) = ¢IE[X1] = 0, donc par continuité de ¢’ en 0 alors gf)’(%) — 0.
n o0
") sont deux familles de nombres complexes tels

On peut alors utiliser le résultat suivant (voir Exercice 9 TD4): si (z;) et (2]

que |zj| <1et |z§\ < 1 pour tout j, alors
n

n
!
TT=-11%
j=1

j=1

n
<D lz =4l
=1

En prenant ici z; = ¢x, (u/n) et zj’ =1 pour tout j, on aboutit a:

6% (u/m) =1 < ST+ 2¢/(2) — 1] =ug/ (=) — O
n n
j=1

v
n n—o0o

De ceci on en déduit que pour tout u € R, ¢ (u) 7 1. Or 1 est la fonction caractéristique de la variable aléatoire qui
n oo

n

v £ - P
vaut 0. Do X,, — 0 et comme c’est une convergence vers une constante X,, — 0. O
n—oo n—oo

Théoréme (Loi forte des Grands Nombres (Kolmogorov, 1940)). Soit (X,,)neN une suite
de v.a.i.i.d. définies sur (2, A,IP). Alors

X, 2% m <= E[X1] < oo et m=IE[X].

n—00
PTOOf. Trop difficile, voir cours de M1 MAEF. O

1 étr us précis quant au comportemen m iqu moyenne empiriqu
Il est possible d’étre plus précis quant au comportement as totique de la moyenne e e
autour de son espérance: c’est ce que précise le théoréme suivant, & savoir que ce comportement est
gaussien et se resserre a vitesse 1/y/n autour de l’espérance.

Théoréme (Théoréme de la limite centrale (Lindeberg et Lévy, ~ 1920)). Soit (X,)nen
une suite de v.a.i.i.d. définies sur (Q, A,1P) telle que IE[XZ] < oo. Alors:

ﬁ(@) £, N(0,1) oum =IE[Xy] et 0 = var(Xo).

n—oo
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PTOOf. En premier lieu, quitte & considérer X; = (X —m)o, on se place sans perte de généralité dans le cas ot les (X}) sont
centrées et de variance 1. On considére alors Z,, = v/n X,. Comme les (X}) sont des v.a.i.i.d., on a pour tout u € IR (voir
preuve précédente),

7, () = Ble' V7 ZE=1XK] —gn(u//m).

Comme ]E[Xlz} < o0, alors ¢ x, est de classe C? sur IR, et un développement limité d’ordre 2 en 0 de ¢x, (u/y/n) donne:

u u? u?
bx, (u/Vn) = ¢x,(0) + ¢’x, (0) 7t %, (0) 5 (1 +en) =1 - (1 +¢n),
car ¢’y (0) =4 IE[X1] = Oet ¢ (0) = —IE[X?] = —1. Comme dans la preuve précédente on utilise le fait ‘ [T71 2 — I 25| <

2
2oioq lzj — 2| avec cette fois-ci z; = ¢x, (u/v/n) et 2 =1 — 5, et on obtient que:

2 n
6%, (u/v/m) = (1= )" <30 = fenl < S lenl =2 0.

2

2 u
Or (1—-2£)"=¢" m (1-457) — e=%*/2. On en déduit donc que ¢z, (u) — e—u?/2 pour tout u € IR, et =47 /2 ggt
n oo n oo

la fonction caractéristique de la loi (0, 1). O

Théoréme (Second théoréme de la limite centrale). Soit (X,)new une suite de v.a.i.i.d.
définies sur (2, A, IP) telle que IE[X3] < oco. Alors :

n

Yn —-m C R 1 —
ﬂ(Ai) =5 N(0,1) avec m = B[X(] et 62 = ~ g (X; — X )2
On n—r00 n “
=1

~o P 2 o 1 —n 2 < P -2 P 2

PTOOf. On montre d’abord que 77, e (on utilise la LGN pour —~ >~ X7, et comme X, S m donc X, T m
s ~2 _ 1 2 32 P 2 P . .
on utilise le Lemme de Slutsky pour montrer que 5, = ~ > ¢ X7 — X, v aiiy ). Donc a‘% e 1 (fonction continue).
Or o o
va(Xemmy o a(Xemmy
On On o
En utilisant le Lemme de Slutsky, comme -Z- Py tet \/E(M) £, N(0,1), on obtient le résultat demandé. O
on n—oo o n—o0o

Exemple: Application de ce TLC pour les v.a. de Bernoulli de paramétre p.

Remarque: Dans le cas ou les v.a. sont gaussiennes, alors on a pour tout n > 2,

\/E(X’L;m) £ tn—1).

(22

On en déduit donc également que t(n — 1) —=» N(0,1).

n—oo

Un dernier théoréme limite, souvent utile en statistique, peut étre énoncé. Il s’apparente & une

formule de Taylor:

Théoréme (Delta-méthode (Kelley, 1928). Soit (Z,)new une suite de v.a. définies sur (2, A, IP)

et telle que ay, (Z, —m) £, N(0,1), avec a, —> oo et m € R. Alors, pour toute fonction g de
n— oo n—o0

classe C' dans un voisinage de m telle que g'(m) # 0,

an (9(Za) — g(m)) =5 N(0, (¢'(m))?).

n—oo

PTOOf. D’aprés le développement de Taylor-Lagrange, il existe une variable aléatoire A a valeurs dans [0, 1] telle que
an (g(Zn) — g(m)) = g'()\Zn +(1-=2X) m) an (Zn —m).
Le fait que l'on ait an (Z, —m) N N(0,1) implique que Zj, 2, met donc A Z, + (1-X)m 2 am+ 1-=XN)m=m.
n—r00 n—00 n—r 00

Comme g’ est supposée étre une fonction continue implique que g’ (A Z, + (1 — X\) m) % g’ (m). Enfin, grace au Lemme de
n oo

Slutsky, an (9(Zn) — g(m)) - ¢'(m) N(0, 1). O

n—oo
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Exemple d’application: Si on a le TLC pour X, et si g de classe C! dans un voisinage E[X],
alors:

Vi (9(Xn) = g(BIX0])) == N (0, (g (B[Xo]))* var(Xo))-

A utiliser notamment pour obtenir un TLC pour 1/X,, dans le cas de v.a.i.i.d. de loi exponentielle
de parameétre A, ce qui fournit un TLC pour 'estimateur par maximum de vraisemblance de .



