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Exercice 1 (Sur 13 points)

Soit (g;);en une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées et centrées telles que 0 < var(eg) =

2
o; <

Proof.

2.

0o. Pour tout n € N*, on définit la variable aléatoire X, telle que

n
=1
k=1

. Pour tout n € N*, démontrer que IE[|X,|] < co puis que IE[X,,] =0 (1pt)?

. Uniquement dans cette question, on suppose que & suit la loi N'(0,02). Démontrer que IE[&%] =3 Uf.. Apres avoir

calculé IE[X 2] et IE[X 2], déduire que pour tout n > 2, X,, ne peut pas suivre une loi gaussienne (0.5pts).

. Uniquement dans cette question, on suppose que IE[|gg|] < 1. Déterminer la limite en probabilité de (X,,).

Démontrer que cov(X,,X,1x) = 0 pour k£ > 1. En déduire la matrice de variance-covariance du vecteur
(X1,...,Xy). Montrer pourtant que X; et Xo ne sont pas nécessairement indépendantes (considérer par ex-
emple le cas gaussien).

. On voudrait déterminer une condition nécessaire sur la loi de £y pour que la suite (X,,),en+ S0it une suite de v.a.

indépendantes. Démontrer que si cela était vrai, alors cela impliquerait que cov(|X1|,|X2|) = 0, que var(leg|) =0
et enfin qu'il existerait a > 0 tel que P(eg = a) = P(eg = —a) = 1/2.

. On voudrait déterminer une condition nécessaire sur la loi de gy pour que la suite (X,,)nen+ soit une suite de

v.a. identiquement distribuées. Montrer que ceci ne serait possible que si IE[|gg|] = 1 et var(|e1]) = 0. En déduire
qualors IP(eg = 1) = IP(eg = —1) = 1/2 (on dit que ¢p suit la loi de Rademacher).

Si on suppose que gg suit la loi de Rademacher, déterminer la loi de X, pour tout n € N*. Montrer que pour
tout n € N* et tout (z1,...,2z,) € {—1,1}",

]P(Xl :wlﬂXg :xgﬂ---ﬂXn :azn) :IP<51 :xlﬂsg :xlxgﬂ--'ﬂan:xn_lxn) avec g = 1.

En déduire alors que (X,,) est une suite de v.a.i.i.d.

1. Pour tout n > 1, par indépendance,et comme IE[|eo]] < oo du fait que var(go) < oo,

B[ X,[] = [f[ ul] = TLEllenl = (Ellol)” < o,
k=1 k=1

De méme, [E[X. [ﬁ ] l_IIE)s;c ]E[So) =0.

Si g0 ~ N (0,02), alors par intégration par parties

4 1 —az2/2 3 1 —a2 /2700 / 2 1
= T —e dr=|—2"——e + 3" ——
/;{ V2w [ X ]*"O R \/27?

En utilisant I'indépendance, le fait d’étre identiquement distribuée et le fait que tous ces moments existent,

e = 2/2

dz =0+ 3var(eo) = 302,

n

[ [] ] - [Tme = ),

k=1 k=1



et

ELX;] = B[ [ <] = [T ®ld] = (302" = 370",
k=1 k=1
Si X, était gaussienne centrée (voir IE[X,,] = 0 obtenu & la question 1.), on devrait avoir d’apres le calcul du moment d’ordre 4 d’une
gaussienne centrée:

E[X;] =3 (E[X])” = 302"

Or ici, E[X2] = 3"02™ # 302" sin > 2. Donc X, n’est pas gaussienne pour n > 2.

. Si Efleo]] < 1, alors E[|X, — 0] = E[|X,|] = (E[leo]])” — 0. Donc X, converge dans IL" vers 0, elle converge donc aussi en
n—0o0
probabilité vers 0: X, —= 0.
n—-+oo

. D’apres ce qui précede, cov(Xy,, Xntx) = IE[X,, X, 1k] (variables centrées). D’ol

n+k n+k
cov(Xn, Xupr) = E[X2 J[ &] = IE[XZ]IE[ 11 gj] = E[X2].0=0,
j=n-+1 j=n-+1

car les (€j)nt1<j<ntk sont indépendantes de X, qui ne dépend que de (g;)1<j<n et (¢;) forme une suite de v.a.i.i.d.

La matrice de covariance de (Xi,...,X,) est donc diagonale puisque les covariances sont nulles entre les X; d’indices différents:
o2 0 - 0
0 U;‘ - 0
cov((X1,...,Xn)) = o 0o - 0
0 0o --- o

Si g9 a pour loi N(0,1) alors cov(Xf,XQZ) = E[a‘fsg] —1=3—-1=2%# 0 donc X? et X2 ne sont pas indépendantes, soit
E[X{X3] # E[X{]E[X3]: X1 et X2 ne sont pas indépendantes en général.

. Si (X,) était une suite indépendante, alors |X1| et |X2| seraient indépendantes, ce qui impliquerait que cov(|X1],|X2]) = 0. Or
E[|X1]]X2]] = Elle1]*) Ellez|] et B[ X1 [] [ X2|] = Elle1|] E[|e: [[E[|e2[]. Ainsi

cov(|Xa], | X2

) = Bzl (Elles]’) - Bllea]]?) = BfleoJvar(<o]),

puisque tous les €; ont méme loi. Dot var(|eo|) = 0.
Ainsi |eg| = a p.s., avec a > 0 puisque var(gg) > 0, ce qui implique que € peut étre égal & a ou & —a. Et comme [E[eo] = 0,

IP(so = a) =IP(eg = —a) = .

. Si (Xn) est identiquement distribuée, alors IE[|X,|] = E[|X1] pour tout n € N*. Comme IE[X,|]] = (IE[lco[])", on a donc
nécessairement IE[|o]] = 1.
De plus, var(|Xz|) = var(|X1]), soit IE[e5]* — IE[|eo|]* = IE[e5] — IE[|eo/]* ce qui impose var(|eo|) (IE[e3] + E[leo]]* — 1) = 0, d’on
var(|eo|) = 0. On en déduit que |eg| =1 p.s., et comme E[eg] = 0,
1

IP(EO = 1) = ]P({-Io = —1) = 5
. Si g9 suit la loi de Rademacher, alors X,, est aussi & valeurs dans {—1,1} comme produit de 1 et de —1. De plus, par récurrence,
P(X; =1)=1P(es =1) =1/2, et si IP(X,, = 1) = 1/2 alors, en utilisant I"indépendance,

]P(Xn+1 = 1) = IP(En+1 Xn = 1) = IP(&n+1 Xn =1N Xn = 1) + IP(En+1 Xn =1nN Xn = —1)
=TP(ent1 = 1)P(X, =1) + P(epy1 = —1)P(X,, = —1) = 1/4+ 1/4 = 1/2.

On en déduit que X,, suit une loi de Rademacher pour tout n € N*.
Pour (z1,...,2,) € {—1,1}", on aXy = Xp_1 €k, Aol € = xp_12% puisqu’alors Xy = xx—1 Tx—12k = x% du fait que z?_, =1. Ainsi,

P(X1i=z1,...,Xn =2n) =P(e1 = 21,62 = 21%2,...,6n = Tn—1Zn).
Par indépendance des ¢;, on obtient que pour tout n € N*

]P(Xk = .’L'k),

1

n 1 n
P(X1i=z1,...,Xn =2n) = HIP(’S’“ = Tp_1xk) = (§> =

k=1

n
k=

donc (X,) est une suite de variables aléatoires i.i.d.

Exercice 2 (Sur 15 points)

Dans ce qui suit, on note Ica la fonction de x qui vaut 1 si x € A et 0 sinon.

Sur (2, A,IP), on définit X comme une variable de Bernoulli de parametre p € [0, 1], U; et Uy deux variables aléatoires
continues de lois uniformes sur [0, s] et [0,2s] respectivement (avec s > 0), les trois variables X, U; et Uy étant
indépendantes. Enfin, on définit

Z:XUl—l-(l—X)UQ



9.

. Quel est Z(2) (0.5 pts) ? En déduire que IE[|Z|*] < oo pour tout k¥ € N (0.5 pts).

Calculer IE[Z] (0.5 pts) et montrer que var(Z) = 5 s? (4 — 3p?) (1 pt).

Déterminer IP(Z < z) pour z € R (on pourra utiliser la formule des probabilités totales) (1 pt) et en déduire
que Z est une variable aléatoire continue (0.5 pts) de densité f telle que :

1
fz(z) = % (p + 1)Toszss (1 — p)lls<asas oo, pour z € R (0.5 pts).

On suppose maintenant que (Z1,...,Z,) est un échantillon observé de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées, de méme loi que Z. On suppose que s est connu, mais que p est inconnu. Déterminer
la log-vraisemblance de (Z1,...,Z,) en fonction de p (1 pt). En déduire que l'estimateur du maximum de
vraisemblance p} de p sur [0, 1] est unique et vérifie

n

~ . 1
Py, = max (O, Dn) avec Dy = - Z (2 To<z,<s — 1) (1 pt).

i=1

. Montrer que p,, est sans biais (0.5 pts) et que pour tout 0 < p < 1,

Vi (Bu—p) = N(0,1-p) (0.5 pts).

. On suppose maintenant que s est inconnu. On pose s, = % maxj<;<p Zi. Montrer que pour tout 0 < ¢ < s/2,

P(s,<s—¢)= (1—(1—p)§)n (1 pt).

En déduire que 5, AN lorsque p € [0,1) (0.5 pts).

n—-4o00

Montrer que pour p € [0, 1),

~\ £ L—p
n(s—35,) vd E( . )

loi exponentielle de parametre 1%1” (1 pt).

. Questions bonus On pose p, = % Yoy (2 To<z,<s, — 1).

(a) Montrer que
- 1 <
vn (pn - pn) =2 ﬁ Z Is, <z<s-
i=1
(b) Montrer que :
PG5, <Z<s)<IP(5,<Z<sN%,>s—n") 4+ P(5, <s—n/4).

(c) Montrer que /nIP(s —n=%/4 < Z < 5) — 0.
(d) En déduire que
E[|v/n (Bn = Pa)|] = 0.
(e) Enfin, en déduire que
Va(Bn—p) =5 N(0,1-p%).

Donner & partir de (Z1,...,Z,) un intervalle de confiance & 95% pour p lorsque p et s sont inconnus (0.5 pts).

Proof. 1. Ona X(Q) ={0,1}, U1(Q2) = [0, s] et U2(R2) = [0, 2s]. Par conséquent Z(£2) = [0, 2s].

2.

Z est une variable aléatoire bornée, |Z| < 2s : donc IE[|Z]"] < (25)* < .

E[Z] = E[X U1|+E[(1-X) U] = E[X]IE[U:1]+E[(1— X)] IE[Uz] puisque X, Ui et Uz sont supposées indépendantes. Par conséquent
EZ]=p5+(1-p)s=(2-p)3.

E[Z?] = E[X? U] + E[(1 — X)?U3] + 2IE[X (1 — X) U1 U] = E[X Uf] + E[(1 — X) U3] puisque X (1 — X) = 0. Par indépendance,
on othient ]EQ[ZZ} =pE[U?]+ (1 —-p) E[US]=pis®+(1—p)is’=3s*(4—3p). Finalement, var(Z) = % s>(4 — 3p) — (2 — p)* % =
= s (4 — 3p?).



3. Tout d’abord, Fz(z) =IP(Z < z)=0siz<0et Fz(z) =IP(Z < z) =1 si z > 2s puisque Z(Q2) = [0, 2s].
Si z € [0,2s], en utilisant la formule des probabilités totales,
P(Z<z) = PZ<zNX=1)+P(Z<zNnX =0)
= P, <2nX=1)+PU:<2znX =0)
= pPWU1<z)+(1—-p)IP(Uz <z) (parindépendance)
1 z
= p-mi 1—p)=.
P min(z,s) + (1 —p) 9%

Par conséquent IP(Z < z) = (1+p) = si0<z<setIP(Z <z)=p+ (1l —-p)s sis<z< 2s. Finalement, Fz est une fonction

continue (facile & vérifier pour z = 0, s et 2s), et est dérivable pour z € R\ {0, s,2s} : Z est une variable aléatoire continue de densité

1 1
a5 ]Is<z§25 - (7 (p + 1)HOSZSS(1 - p)HS<z§25> H0§z§2s~

1
f— 1 _— z s 1_
fz(2) = (1+p) 5 To<a<s + (1= p) o %%

4. La vraisemblance de p & partir de (Z1,...,Zy) est :

Tl
LGty om) = [L5 (0 D™= p)l<si pour (a1, 20) € [0,26)"
i=1
1 sSPoT snoom
— 1)2i=1 To<z;<s (1 — i=1Tscz;<2s
@) (p+1) (1-p)
Par conséquent, la log-vraisemblance de p & partir de (Z1,...,Zy) est :

ln(p) = —n In(25) +In(1 +p) > TMo<z,<c +In(1—p) > Mocz, <o
=1

=1

S

La dérivée premiere de p — Zn (p) s’annule pour p tel que

n

- 1
(1=p)> Moczcs = 1+ p)scr<s => p=pn = . > (2Mocz,<s —1).

=1 1=1

De plus 7/ (p) = —ﬁ > TMo<z<s — ﬁ > 1 Mscz,<2s < 0 pour tout p € [0,1) (fonction concave), donc P, est bien 'unique
maximum de £, (p). Mais comme il est possible d’avoir p,, < 0, dans ce cas le maximum est atteint en 0. D’ott Pexpression de py,.

5. Considérons la suite (Y3,) telle que Y; = 2Tp<z,<s — 1. Puisque (Z;) sont iidrv, il en est de méme pour (Y;). De plus, IE[Y;] = 2IP(0 <
Z<s)—1=2(p+1)/2—-1=p, donc IE[p,] = p pour tout p € [0,1) : c’est un estimateur sans biais de p.
De plus, var(Y;) = 4var(lp<z,<s) = 4 @ (1- @) =1 — p®. Toutes les hypotheses du théoréme central limite sont vérifiées, et
on a donc :

Vi (Vo —EYi)) = Va(pa —p) —> N(0,1-p%).

n— 00

6. Pour 0 < e < s/2,

P(5,<s—e) = IP(max Z; <2s—2)

1<i<n
= P(Z1<2s—2eNZy<25—2N---NZp <25 — 2)
= P(Z<25s—2)" (par indépendance et identité de loi)

2s — 2e\™
= (p+(1—p) 828 5) (d’apres (3) et puisque 2s — 2¢ > s)
E n
= (1-@- 7),
( (1-p)

D’apres ce qui précede, pour tout € > 0, comme §,, < s,

P —sl>e) =P@En<s—e) = (1-(1-p )" — 0.

7. D’apres ce qui précede, pour x > 0,

IP(n(s—é\n)Sx):]P(@lZs—%):1—(1—(1_p)£)n N l—exp(—(l_p)x),

sn n—o0

qui est la fonction de répartition d’une loi exponentielle de parametre @.

8. (a) Puisque 5, < s, on a
n n n
vV (Pn —Pn) =2vn Zﬂo<zi§s —Tocz,<5, =2Vn ZHO<Z,i§§n + 1z, <z,<s — Docz,<5, =2Vn ZH§H<ZiSS'
i=1 i=1 i=1

(b) D’apres la formule de la probabilité totale, on a :

IP(§R<ZSS) - ]P(§n<Z§Sm§"23_7{3/4)+IP(§n<Z§sﬂ§n§s—n’3/4)
S ]P(S_n_3/4<Z§Sﬂ§n28—n_3/4)+ﬂD(§n Ss—n_3/4)
< IP(S—TL—B/4 <Z§5)+]P(§n§s—n_3/4),

puisque IP(A N B) < P(A) pour tous événements A et B.

(c) Maintenant, pour n suffisamment grand, \/n 1P (s — nt <z < s) =/n(Fz(s) — Fz(s — nM)=Lp+1)nt — 0.

n—o0



(d) We have E[|\/n (P — Pn)|] = E[v/n (Pn — Pn)] =2VnIP (5, < Z < 5).
Nous avons vu que \/HIP(S —nt <z < s) — 0.

n—r o0
On a également

—3/4 —3/4

)n:\/ﬁexp(nlog(lf(lfp)ns

DoncIE)H\/ﬁ(ﬁnf'an)H:2\/ﬁﬂ3(§n<Z§s) — 0.

n—00

n

VTP (5, < sfn’3/4) = \/ﬁ(lf(lfp) )) ~/nexp (— (1;10) n1/4) .o

n—00

(e) Puisque la convergence IL' implique la convergence en probabilités, IEH Vn (ﬁn f'pvn) H — 0 implique \/n (ﬁn f;bvn) %) 0.
n— oo n— oo
P

Puisque /i (Fn — p) = vA(Pn = D) + Vi(Pn — p) et VA(Bn —Fa) T 0 and Va(Ba —p) o N(0,1 - p?), alors
\/ﬁ(ﬁn - p) %) N(O, 1-— p2) a partir du Lemme de Slutsky.

9. A partir du Lemme de Slutsky, on a /n (1 — :5;21)71/2 (ﬁn — p) £ /\/’(07 1). Donc un intervalle de confiance & 95%-confidence de p

n—oo
est:

~ Q975 ~211/2 ~ , 40.975 ~2 1/2]
— 1— D900 (1
[p NG (I=pn)'", P+ o (1=pn)""|s

avec go.o75 le quantile de la distribution gaussienne standard d’ordre 0.975.



