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Exercice 1 (Sur 10 points)

Soit X une variable aléatoire suivant une distribution uniforme sur [0,1]. Pour m € [0,1/2], on définit ¥ = | X —m)|.

1.
2.

Prouver que pour tout m € [0,1/2], E[Y] = m? —m + 1/2 (1pt).

Déterminer la fonction de répartition de Y (1 pt) et en déduire que Y est une variable aléatoire absolument
continue de densité fy(y) = 2 pour y € [0, m], fy(y) =1 pour y €jm,1 —m] et fy(y) = 0 ailleurs (0.5pts).

. Supposons que m est inconnu et que (Y7,...,Y,) est une famille de variables aléatoires i.i.d. observées suivant la

méme distribution que Y. Avec Y, la moyenne empirique de (Y1,...,Y,), montrer que m, = 5(1 —/[4Y, —1|)
est un estimateur convergent de m (1pt). Montrer que var(Y) = 5 — m?(1 —m)? (1pt). En déduire que pour
m € [0,1/2], my, vérifie un théoréme central limite que I'on précisera (2.5pts).

. On définit un second estimateur m,, = 1 —max(Yy,...,Y,) de m. Montrer que IP(m < m, < m+¢e)=1—(1—¢)"

pour 0 < e <1—2m (1pt). Déduisez un intervalle de confiance de niveau 95% pour m (0.5pts).

. Démontrer que n (m, —m) N £(1), loi exponentielle de parametre 1 (1.5pts).

n—oo

Exercice 2 (Sur 16 points)

Soit (X;

)ieN une suite de variables aléatoires identiquement distribuées, d’espérance m et de variance o2, telle que

pour tout n € N*, le vecteur aléatoire (X1, ..., X,) a une matrice de covariance I'), = (’y,gl))lgmgn définie positive.

1.

Que vaut 7&1) (0.5pts)? Montrer que |'yl(jn)\ < o2 pour tout 1 < 4,7 < n (0.5pts).

o? 2

. On note X,, = Z X}. Déterminer IE[X,] (0.5pts) et montrer que var(X,) = — + — Z 'yi(;l) (0.5pts).
n

2
k=1 T cici<n

On suppose qu’il existe une fonction r : N — R telle que %(Jn) = (|] —1]) pour tous 1 < i,j < netn e N*

telle que >.7°  |r(k)| < oco. Montrer que var(X,) = — + Z (1 ——)r(k) (1.5pts). En écrivant que » ;_; =

n—oo

o
LS S (/m]+1> montrer que nvar(X,) — o?+2 Z ) (2pts). En déduire que Xy, i> m (0.5pts).

. Soit (Zy,)nen une suite de variables aléatoires gaussiennes. Montrer que si les suites (IE[Z,])nen €t (var(Z,))nen

convergent, alors (Z,)n,en converge en loi vers une loi que 'on précisera (1pt).

On suppose désormais que la suite (X;);en est telle que le vecteur (X7i,..., X)) est gaussien pour tout n € N*.
Montrer que v/n (X, —m) converge en loi vers une limite que 1’on précisera (1pt).

. On suppose que (X1,...,X,) est observé avec I';, connue, mais m inconnue et on veut estimer m. Montrer que

maximiser la vraisemblance du modele en x = (z1,...,z,) € R" revient & minimiser !(x —m1,) T, (z — m1L,),
ou I, =%(1,1,...,1) (1pt). En déduire que I'estimateur du maximum de vraisemblance 7, de m est unique et:

= ('L, T, ') I, T (X, X)) (2pts).

Montrer que m,, est un estimateur sans biais (0.5pts) et écrire sous forme matricielle la variance de m,, (1pt).

. Ecrire également var(X,) sous forme matricielle en utilisant T',, et [, (1pt). Montrer que pour tout vecteur

UeR", ((UU)? < (UT,U)(‘UT;'U) (1.5pts). En déduire que var(iy,) < var(X,) (1pt).



