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Exercice 1 (Sur 3 points)

Soit X une variable de Bernoulli de parametre 1/2 et soit (Y;,) une suite de v.a. telle que pour n € N, Y, suit
une loi exponentielle de parametre n. Déterminer la limite en probabilité de (Z,) avec Z,, = X + Y, pour n € N.

Proof. OnaIE [|Zn — X” =1E [|Yn|] = IE[Yn] =1/n — 0. Donc Z, £y Xcarla convergence dans IL' entraine la convergence en

n—oo n—-+oo

probabilités. O

Exercice 2 (Sur 12 points)

On considere les mesures de probabilité u, distinctes d’une mesure de Dirac, vérifiant la propriété S suivante:

”Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de loi u, alors pour tout a,b € R, il existe ¢ € R dépendant
uniquement de a et de b tel que aX + bY a la méme loi que ¢Z ol Z est une variable aléatoire de loi p”

1. Montrer que si y est la loi de probabilité N'(0, 02) avec o2 > 0 alors la propriété S est vérifiée (1pt).

2. Dans toute la suite on suppose X est une variable aléatoire ayant pour loi y vérifiant S et on note ¥ x sa fonction
caractéristique. Montrer que 1 x (u) ¥x(—u) = [1x(u)|? pour tout u € R (1pt) et en déduire que 1)x est une
fonction réelle, positive et paire (2pts).

3. On peut montrer (ne pas le faire) que la propriété S implique qu’il existe (a, ) € R? tel que pour tout u € R,
Yx(u) = exp (B |u]*). Montrer que 'on a nécessairement 5 < 0 (1pt) et a > 0 (1pt). En utilisant les dérivées
de 1, montrer que si o < 1, alors IE[| X|] = oo et si a > 1, alors IE[| X|] < oo et IE[X]| =0 (1pt). Enfin, montrer
que a < 2 (1.5pts). Quelle est la loi u si a =2 (0.5pts)?

4. Soit (X;);en une suite de v.a.i.i.d. de fonction caractéristique 1 x. Pour v > 0, démontrer que Z,, = n% Yor—1 Xk
a la méme loi que ¢ Xy, ou 'on précisera ¢ en fonction de n, a et § (1pt). Pour quelle valeur de v, Z,, converge-
t-elle en loi (1.5pts)? Si a = 1, en déduire la convergence en loi de X, (0.5pts). La loi faible des grands
nombres est-elle alors vérifiée (0.5pts)? Et si @ > 1 (0.5pts).

Proof. 1. Soit X et Y indépendantes de loi N(0, o?). Alors a X + fY 9 N, (a® 4+ B?)o?). Donc pour tout (a,3) € R2,
aX+6Y L \/mZ: la propriété S est vraie avec ¢ = /a2 + [32.

2. On apx(—u) = Ele™™¥] = E[e™X] = B[e®X]| = ¢x(u). Par conséquent, thx (—u) ¢x (u) = Px (u) ¥x (u) = WX(U)\Q pour tout
u € R.
Comme X et Y sont in_dépendante_s et de méme loi que X, alors il existe ¢ € R, tel que X —Y a la méme loi que ¢ X. Or pour u € R,
ox—v(u) = IE[e’“Xe_WY] = ]E[e”‘X] E[e"“y} = IE[e’“X] IE[e_’“X] par indépendance et parce que Y a la méme loi que X. On
en conclut que ¢x_y(u) = |¢X(u)’2 Donc comme ¥cx (u) = x(cu), on en déduit que pour tout u € R, ¢¥x(u) = |1[1X (u/c)|2: la

fonction ¥x est réelle positive. De plus, on a ¢x(—u) = |1[1X(7u/c)‘2 = |1/)X(u/c){2 = |¢X(u/c)|2 = ¢x(—u) pour tout u € R: la
fonction Y x est paire.

3. Si Yx(u) = exp (ﬁ|u|a) pour tout u € R alors quand 8 > 0 alors ¢¥x(u) > 1 pour tout u € R. Mais on sait que |[¢x(u)| <
IE)[\emXH < 1, ce n’est donc pas possible. Donc 8 < 0. Et si § =0 alors ¢¥)x(u) = 1 pour tout u € R, fonction caractéristique de la
variable aléatoire qui vaut p.s. 0: pas possible car p n’est pas une masse de Dirac.

Si a < 0, avec 8 < 0, alors exp(8 |u|*) — 0 quand u — 0. Or on sait que ¢x est une fonction continue et ¥x(0) = 1. Ce n’est donc
pas possible et on a donc o > 0. Et si a = 0, alors ¢¥x (0) = 1 si et seulement si 8 = 0, ce qui n’est pas possible. Donc « > 0.
On sait que si IE[|X\] < oo alors 9'(0) = {IE[X]. Or si @ < 1, alors ¥ n’est pas différentiable en 0 car u € R + |u|® ne I’est pas. Par



conséquence, IE[|X|] = co. Si a > 1, alors u — thx (u) est de classe C' sur R et ¥’y (u) = a 8 |u|* " x (u), donc 9’ (0) = 0 et ainsi
E[|X]] < oo et E[X] = 0.

Enfin, si a > 2 alors ¢x est de classe C? et IE[X?] = —¢’% (0). Mais ¢ (X) = a B9¥x (u) (a Blu)** 2+ (a— 1)\u|a_2)7 soit IE[X?] = 0,
ce qui implique a nouveau que X = 0 p.s., ce qui n’est pas possible. Donc a < 2.

Pour o = 2, alors X suit une loi normale centrée.

On a, grace a I'indépendance et la propriété S, vz, (u) = ]E[ei”i7 2 X"] = x(u/n)" = e’ R T ful Yex (u) avec ¢ = nt/o™7
pour tout u € R.
Il est clair que si 1 — ay > 0, soit v < 1/a, alors n'™®7 — oo: pas de limite. En revanche, si v = 1/a, alors ¥z, (u) = ¥x (u):

n—oo

pour tout n, Zy, L X. Etsi v > 1/a, alors nl77Y — Oet e/B"I_aW lul® s 1 pour tout v € R: Z,, 2o
n—o0o n—o0o n—-+o0o

Siy=a=1, alors Z, L X. Or, dans ce cas, Z, = X, donc pour tout n € N*, X, L x:il y a convergence en loi X, N X,
n—o0

mais il ne peut pas y avoir X, Py touteR (sinon on aurait aussi X, N £). Cest le cas de la loi de Cauchy.

n—-+oo n—00
Si @ > 1, on a IE[|X|] < co et IE[X] = 0: on peut donc appliquer la loi faible des grands nombres et X, % 0.
n——+0oo

Exercice 3 (Sur 16 points)

Soit (X,Y) un vecteur gaussien défini sur (€2, A, IP) et & valeurs dans R? et soit S = X2 + Y2

1.

2.

Montrer que S est une variable aléatoire (0.5pts).

Montrer que si S appartient & un ouvert U de [0, +oo[ alors (X,Y) appartient & un ouvert de R? (0.5pts).
Rappeler une condition (C) pour que (X,Y) suive une loi absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R? (1pt). Sous cette condition (S), en déduire que IP(S € U) > 0 (1pt) et déterminer S(Q)
(1pt). Montrer que S(2) peut étre différent si la condition (C) n’est pas vérifée (2pt).

. On suppose désormais que X et Y sont idépendantes et de méme loi A(0,1). Déterminer la densité oy (z,y)

du vecteur (X,Y) (0.5pts).

. Soit g : R? — R mesurable bornée. Montrer que

Bla(s. 0= [ [ st foen (Vo) L (opts),

En déduire que le vecteur aléatoire (S,Y) admet pour densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R?:

1 1 _s/2 .
f(S,Y)(37y> =~ 9n 57—3/26 / I, pour (s,y) € R xR (1pt).

. En déduire que S suit une loi exponentielle de parametre 1/2 (2pts).

. On considére un vecteur aléatoire (Z,0) ou Z et 6 sont indépendantes de lois respectives exponentielle de

parametre 1/2 et uniforme sur [0,27]. Montrer que pour toute fonction g : R? — R mesurable bornée

E[g(vV'Z cos(), VZ sin(#)] = IE[g(X,Y)] (2pts).

Si Uy et Uz sont 2 v.a. indépendantes de méme loi uniforme sur |0, 1[, quelle est la loi du vecteur aléatoire
—21In(Uy) cos(2m Us), /—21In(Uy) sin(27 U2)> (justifier) (2.5pts). Quel est I'intérét pratique de ce résultat
(0.5pts)?

Proof. 1. Ona S = g(X,Y) ot X et Y sont des v.a. et g(z,y) = x* + y* est une fonction continue donc mesurable, donc S est

également une v.a.

. Comme g : R? — [0, 00| est continue, et que I'on sait que I'image réciproque d’un ouvert ¢~ (U) = {S € U} = {9(X,Y) €U} par

une application continue est un ouvert, on a bien (X,Y) € Us, ouvert de R2.
Par le cours, on sait que (X,Y) admet une densité par rapport & A2 si et seulement si la matrice de variance-covariance de (X,Y")
est de déterminant non nul, soit var(X)var(Y) > cov?(X,Y).

On en déduit que sous la condition (S), IP(S € U)=P((X,Y) €Us) :/ / fox, vy (@, y)dr2(z,y) >0 puisque A2(Uz2) >0. On peut aussi
Uz

écrire que Iouvert Us contient nécessairement un pavé Jar, bi[x]az, ba[ de R? et P((X,Y) € Us) > :11 f:: fxvy (@, y)dra(z,y) > 0.
SiIP(S € U) > 0 pour tout ouvert U € [0, oo], alors le support de la loi de S est S(€2) = [0, oof.

Si on choisit X < N(0,1) et Y =1 — X, le vecteur (X,Y) est bien gaussien et S = X2 +Y? = X? 4+ (1 - X)? = 2(X — 1/2)*+1/2,
donc S(R2) = [1/2, +o0[, différent de [0, co.



3. Les v.a. X et Y étant indépendantes la densité du couple est le produit des densités donc pour tout (z,y) € R?,

L 302 1 302 1 1)

f(X,Y)(m7y) = \/ﬂ m o

4. On a, en utilisant la parité,

e}

E[g(S,Y)] = E[g(X*+Y>,Y)] =/ / 9@ +y°,y) fx v (@, y) de dy = 2/ (/ 9@+ 9%, y) vy (Vs — v2,y) dy) da

(oo}

en utilisant Fubini. On effectue le changement de variables (s,y) = (2% +y*,y). D’olt & = y/s — y2 pour s > 4>, soit y € [—+/5, /3]
puisque z > 0. On en déduit que dz = % (s — y?) "2 ds, dou

E[g(5,v)] =2 / ( /_ " o) = e (V) ay) ds,

Ve

d’ou le résultat.
On en déduit que:

wlois ] = [~ ([ st et a)a= [T [ st o) L s

Vs

Comme ceci est valable pour toute fonction g bornée mesurable, on en déduit que le vecteur (S,Y) est de loi absolument continue

1 1 _
par rapport a la mesure de Lebesgue sur Ry x R et sa densité est fs,y)(s,y) = 5 \/57—7 e s/? I, <5 pour (s,y) € R} x R.
—3/2 Vs dy —3/2
5. Onapour s > 0, fs(s / fesyy(s,y)dy = / = / avec le changement de variable y = z /s.
( ) 2 s yz V1 — 22

= [arcsm(z)] _, =, on obtient la densité d’une loi exponentielle de parametre 1/2.

Comme / m

6. On considere (Z,0) tel que :
Z ~E&(1/2), 0~UJ0,27], Z et indépendantes

Soit g : R? — R mesurable bornée. Alors, par indépendance,
+oo 1
[ (VZ cos®b, \/ZSlnG / / vz cos b, \/Esmﬁ) 72/22—d0dz.
s

On effectue le changement de variables © = y/z cos(0) et y = /zsin(0), ceci impliquant que z = 22 + y2. La matrice jacobienne est
( 2\[ cos(f) —+/zsin(0)
7 mn(@) 'z cos(6)

) dont le déterminant vaut % On obtient alors :

. 1 1 (20,2 1
Blo(vVZeost,VZsn0)] = | gten) o 3R ey = [ aton) e (o)
R?2

d’olt

]E[g(\/?cos 0,v/Z sin 9)} =E[g(X,Y)].

7. Soit Ui,Uz indépendantes de loi uniforme sur ]0,1[. Posons Z = —2In(U;), 6 = 2w U;. 1l est clair que § ~ U[0,2n]. Par
ailleurs, Z prend ses valeurs dans |0, co[ puisque In(U1) €] — 00,0[. Et pour z > 0, IP(Z < z) = ]P( —2In(lh) < z) = ]P(U1 >
exp(—z/Q)). Comme la fonction de répartition de U; est x pour z € [0,1], on en déduit que IP(Z < z) = 1 — exp(—2/2) qui

est la fonction de répartition d’une loi £(1/2). Enfin, comme U; et Uz sont indépendantes, alors 6 et Z sont indépendantes

puisque 0 = h1(U1) et Z = ha(Usz). D’apres la question précédente, on en déduit que (ﬁcos&,ﬁsme) 9 N(0,I>), donc

(\/ —2log(U1) cos(2mU2), 1/ —2log(Ur) sin(27rU2)) £ N(0, I2).

L’intérét de ce résultat sera donc de simuler 2 variables gaussiennes centrées réduites indépendantes a partir de 2 variables uniformes
sur ]0, 1] indépendantes.
O



