
1
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Exercice 1 (Sur 9 points)

Soit X1 et X2 deux variables indépendantes suivant chacune une loi uniforme sur l’ensemble {0, 1, . . . , 9}, donc
IP(X1 = k) = 1/10 pour tout k ∈ {0, 1, . . . , 9}. On note Z = X1 + X2 et Z = Z modulo 10, c’est-à-dire que
pour tout k ∈ {0, 1, . . . , 9}, Z = k si (Z − k) est un multiple de 10.

1. Déterminer la fonction génératrice de X1 (0.5pts).

2. Pour x ∈ R et M ∈ N∗, montrer que (
∑M

k=0 x
k)2 =

∑M
k=0(k+1)xk+

∑2M
k=M+1(2M +1−k)xk (1pt). En déduire

la fonction génératrice de Z (1pt) puis en déduire la loi de probabilité de Z (0.5pts).

3. Démontrer que Z a la même loi que X1 (1pt). Les variables Z et Z sont-elles indépendantes (1pt)?

4. Démontrer que Z et X1 sont indépendantes (1.5pts).

5. Déterminer la matrice de variance-covariance du vecteur (X1, X2, Z) (1.5pts).

6. A-t-on (X1, X2, Z) famille de variables indépendantes (justifier!) (1pt)?

Proof. 1. Pour s ∈ R, on a gX1(s) = IE
[
sX1
]
= 1

10

∑9

k=0
sk D’où également gX1(s) =

1
10

1−s10

1−s
si s ̸= 1.

2. On montre le résultat par récurrence sur M . Vrai pour M = 1: (1 + x)2 = (1 + 2x) + x2. Et si vrai pour M , alors
(∑M+1

k=0
xk
)2

=(
xM+1+

∑M

k=0
xk
)2

= x2M+2+2xM+1
∑M

k=0
xk+

∑M

k=0
(k+1)xk+

∑2M

k=M+1
(2M+1−k)xk =

∑M+1

k=0
(k+1)xk+

∑2M+2

k=M+2
(2M+3−k)xk.

Comme X1 et X2 sont indépendantes et de même loi, on a gX1+X2(s) =
(
gX1(s)

)2
= 1

100

(∑9

k=0
sk
)2

, soit gX1+X2(s) =

1
100

(∑9

k=0
(k + 1) sk +

∑18

k=10
(19− k) sk

)
.

On en déduit que IP(Z = k) = k+1
100

si 0 ≤ k ≤ 9 et IP(Z = k) = 19−k
100

si 10 ≤ k ≤ 18.

3. On a Z : Ω → {0, 1, . . . , 9}. Ainsi pour k ∈ {0, . . . , 8}, alors IP(Z = k) = IP(Z = k) + IP(Z = 10 + k) = k+1
100

+ 19−(10+k)
100

= 1
10
. Par

ailleurs, IP(Z = 9) = 9+1
100

= 1
10
: on en déduit que Z a la même loi que X1 et X2.

On a IP(Z = 0 ∩ Z = 1) = 0 alors que IP(Z = 0)IP(Z = 1) = 1
1000

̸= 0. Donc Z et Z ne sont pas indépendantes.

4. Pour (k1, k) ∈ {0, . . . , 9}2 avec k1 ≤ k, IP(X1 = k1 ∩ Z = k) = IP(X1 = k1 ∩X2 = k − k1) =
1

100
= IP(X1 = k1)IP(Z = k).

Si (k1, k) ∈ {0, . . . , 9}2 avec k1 > k, alors IP(X1 = k1 ∩Z = k) = IP(X1 = k1 ∩Z = 10+ k) = IP(X1 = k1 ∩X2 = 10+ k− k1) =
1

100
,

et on retrouve donc IP(X1 = k1)IP(Z = k). On en déduit bien que X1 et Z sont indépendantes.

5. On a var(X1) = var(X2) = var(Z) = 1
10

∑9

k=0
k2 −

(
1
10

∑9

k=0
k
)2

= 1
60

9× (9 + 1)× (2× 9 + 1)−
(

1
20

9× (9 + 1)
)2

= 57
2
− 81

4
= 33

4
.

De plus cov(X1, X2) = cov(X1, Z) = cov(X2, Z) = 0 car ces variables sont indépendantes 2 à 2. Ainsi on a:

cov

 X1

X2

Z

 =
33

4

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
.

6. Il est clair que IP(X1 = 0 ∩X2 = 0 ∩ Z = 1) = 0 alors que IP(X1 = 0)IP(X2 = 0)IP(Z = 1) = 1
1000

̸= 0: ce n’est pas une famille de
variables indépendantes.

Exercice 2 (Sur 15 points)

Soit X une variable aléatoire définie sur (Ω,A, IP) un espace de probabilité et à valeurs dans I ⊂ [0,∞[. Le but
de l’exercice est de montrer la propriété:

Pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que IP(X ∈]0, δ]) ≤ ε. (1)
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1. Soit X une variable exponentielle de paramètre λ. Montrer que la propriété (1) est vérifiée (1pt). Plus
généralement, si on suppose que X est une variable aléatoire (absolument) continue, montrer que la propriété
(1) est vraie (2pts).

2. On suppose maintenant que X est une variable de Poisson de paramètre θ > 0. Montrer que la propriété (1) est
vérifiée (1pt).

3. On suppose désormais que X est une variable aléatoire discrète telle que IP(X = 1/n) = 2−n pour tout n ∈ N∗.
Vérifier que X est bien une variable aléatoire (1pt). En utilisant une série entière, montrer que IE[X] = ln(2)
(2pts). Montrer que la propriété (1) est vérifiée pour X (2pts).

4. On considère le cas général d’une variable aléatoire X quelconque à valeurs dans I.

(a) Soit (Bn)n∈N une suite d’évenements de A tels que Bn ⊂ Bn+1 pour tout n ∈ N. Montrer que (IP(Bn))n∈N
est une suite convergente (0.5pts).

(b) Montrer que IP
( ⋃
n∈N

Bn

)
=
∑
n∈N

IP(Cn) où les Cn sont des évenements disjoints de A (1.5pts).

(c) En déduire que lim
n→∞

IP(Bn) = IP
( ⋃
n∈N

Bn

)
(1pt).

(d) En déduire que lim
n→∞

IP(X ∈ An) = IP
(
X ∈

⋂
n∈N

An

)
où (An)n∈N est une suite de boréliens de R tels que

An+1 ⊂ An pour tout n ∈ N (1.5pts).

(e) En déduire que la propriété (1) est vérifiée par X (1.5pts).

Proof. 1. Si X est une v.a. exponentielle de paramètre λ, pour tout δ > 0, IP(X ∈]0, δ]) = FX(δ) − FX(0) = 1 − e−λ δ. Donc
1− e−λ δ ≤ ε entrâıne qu’il suffit de prendre δ = − ln(1− ε)/λ pour vérifier la propriété (1).
Plus généralement, pour une variable absolument continu, IP(X ∈]0, δ]) = FX(δ) − FX(0) = FX(δ) car X prend ses valeurs dans
[0,∞[ et donc FX(0) = 0. Or la fonction FX est continue sur R, donc limδ→0 FX(δ) = 0: on en déduit directement que la propriété
(1) est vérifiée.

2. Si X suit une loi de Poisson, X prend ses valeurs dans N. Donc pour δ < 1, IP(X ∈]0, δ]) = 0. Ainsi quelque soit ε > 0, il suffit de
choisir δ < 1 pour que la proriété (1) soit vérifiée.

3. Pour vérifier que l’on a bien une loi de propriété, il suffit de montrer que
∑∞

k=1
IP(X = 1/k) = 1. Or

∑∞
k=1

IP(X = 1/k) =∑∞
k=1

2−k = 2−1/(1− 2−1) = 1.

On a IE[X] =
∑∞

k=1
1
k
IP(X = k) =

∑∞
k=1

2−k

k
. Or, pour x ∈] − 1, 1[,

(∑∞
k=1

xk

k

)′
=
∑∞

k=1
xk = (1 − x)−1. Donc

∑∞
k=1

xk

k
=

− ln(1− x) et ainsi IE[X] = − ln(1/2) = ln(2).
Pour tout δ = 1/k0 avec k0 ∈ N∗, alors IP(X ∈]0, δ) = IP(X ∈]0, 1/k0]) =

∑
k≥k0

2−k = 2−k0(1 − 2−k0)−1 et comme 2−k0(1 −
2−k0)−1 → 0 quand k0 → ∞, alors on a bien la propriété (1) qui est vérifiée.

4. (a) Comme (Bn)n est une suite croissante d’événements, alors (IP(Bn))n est aussi une suite numérique croissante. Elle est majorée
par 1, donc elle converge.

(b) Pour k ≥ 0 on peut écrire que Bk+1 = Bk ∪
(
Bk+1 \Bk

)
. Notons Ck+1 = Bk+1 \Bk pour k ≥ 0 et C0 = B0. Alors il est clair

que
⋃

k∈N
Bk =

⋃
k∈N

Ck. De plus par construction les (Ck) forme une famille d’événements disjoints. Or on sait que pour
une famille disjointe dénombrable, la probabilité de l’union est égale à la somme des probabilités. D’où le résultat.

(c) D’après ce qui précède, IP
(⋃

k∈N
Bk

)
=
∑∞

k=0
IP(Ck). Mais comme pour k ≥ 1, IP(Ck) = IP(Bk)−IP(Bk−1), on

∑n

k=0
IP(Ck) =

IP(B0) + (IP(B1) − IP(B0)) + · · · + (IP(Bn) − IP(Bn−1)) = IP(Bn) comme somme téléscopique. On en déduit donc, puisque
cette limite existe, que

∑∞
k=0

IP(Ck) = limn→∞ IP(Bn), d’où le résultat.

(d) Considérons la famille d’événements Dn = ”X ∈ An”. Comme la famille (An) est décroissante, alors la famille (Dn) l’est
également. Mais si l’on considère Dn = Ω \Dn, alors (Dn) est une famille croissante.

Donc IP
(⋃

n∈N
Dn

)
= limn→∞ IP(Dn) = 1−limn→∞ IP(Dn). Mais IP

(⋃
n∈N

Dn

)
= 1−IP

(⋃
n∈N

Dn

)
= 1−IP

(⋂
n∈N

Dn

)
.

On en déduit ainsi que limn→∞ IP(Dn) = IP
(⋂

n∈N
Dn

)
.

(e) Soit An =]0, 1
n+1

[. La suite (An) est bien décroissante, donc d’après la question précédente

limn→∞ IP
(
X ∈]0, 1

n+1
[
)
= IP

(⋂
n∈N

”X ∈]0, 1
n+1

[”
)
= IP

(
”X ∈

⋂
n∈N

]0, 1
n+1

[”
)
. Mais on a

⋂
n∈N

]0, 1
n+1

[= ∅ donc

limn→∞ IP
(
X ∈]0, 1

n+1
[
)
= 0: ceci implique que la propriété (1) est bien vérifiée.


