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Exercice 1 (Sur 9 points)

Soit X7 et Xy deux variables indépendantes suivant chacune une loi uniforme sur l’ensemble {0,1,...,9}, donc

P(X;

= k) = 1/10 pour tout k € {0,1,...,9}. On note Z = X1 + X5 et Z = Z modulo 10, c’est-a-dire que

pour tout k € {0,1,...,9}, Z =k si (Z — k) est un multiple de 10.

1.

2.

D.
6.

Proof.
2.

Déterminer la fonction génératrice de X; (0.5pts).

Pour z € R et M € N* montrer que (1L, 2%)? = S M (k4 1)k + 33V M 11 (2M +1—k)z* (1pt). En déduire
la fonction génératrice de Z (1pt) puis en déduire la loi de probabilité de Z (0.5pts).

. Démontrer que Z a la méme loi que X; (1pt). Les variables Z et Z sont-elles indépendantes (1pt)?

. Démontrer que Z et X sont indépendantes (1.5pts).

Déterminer la matrice de variance-covariance du vecteur (X1, Xo, Z) (1.5pts).

A-t-on (X1, X, Z) famille de variables indépendantes (justifier!) (1pt)?

1. Pour s € R, on a gx, (s) = E[sxl] =% Zz:o s® D’olt également gx, (s) = 3% 11__310 si s #£ 1.

s

On montre le résultat par récurrence sur M. Vrai pour M =1: (1+2)* = (1+2z)+ 2> Et sivrai pour M, alors ( f:”ol mk)Q

(BN ) = a2 ST RS (e R @M L=kt = Y e ) Y (2M 43—yt

¥ a2l
Comme X; et X3 sont indépendantes et de méme loi, on a gx,+x,(s) = (gxl(s)) = 15 (Zk 05 ) , S0t gx,+x,(s) =
100 (Zk olk+1)s +Zk 1019 = k) s
On en déduit que IP(Z :k)2%810<k<96tﬂ?( =k)=2Fsi10<k <18
.OnazZ:Q— {0,1,.. 9}. Ainsi pour k € {0,...,8},alors P(Z =k) =P(Z =k)+IP(Z=10+k) = %—i—w . Par
ailleurs, IP(Z = 9) = 3t = L. on en déduit que Z a la méme loi que X; et Xo.

OnalP(Z=0NZ=1)=0alors que IP(Z = 0)IP(Z = 1) = 1555 # 0. Donc Z et Z ne sont pas indépendantes.

Pour (k‘l,l{:) c {O,...,9}2 avec k1 < IC, IP(Xl = k1 07: k’) :IP(Xl =k NXs = k—]ﬁ) = W 7IP(X1 = k1) ( = k)

Si (k1,k) € {0,...,9} avec k1 > k,alors P(X1 =kiNZ =k) =P(X1 =kiNZ=10+k) =P(X1 =kiNX2 =10+ k — k1) = 125,
et on retrouve donc IP(X; = k1)1P(7 = k). On en déduit bien que X; et Z sont indépendantes.

On a var(X;) = var(Xs) = var(Z) = & Zk (%Zzzok)2:%9><(9+1)><(2><9+1)—(%9><(9+1))2:%—84—1:%.
De plus cov(X1, Xa) = cov(X1, Z) = cov(Xa, ) = 0 car ces variables sont indépendantes 2 & 2. Ainsi on a:
X1 1 0 O
cov | Xo = % 01 0 |.
Z 0 0 1

Il est clair que IP(X; = 0N X, =0NZ = 1) = 0 alors que IP(X1 = 0)P(X2 = 0)IP(Z = 1) = 1555 # 0: ce n’est pas une famille de
variables indépendantes.

O

Exercice 2 (Sur 15 points)

Soit X une variable aléatoire définie sur (£2,.4,IP) un espace de probabilité et a valeurs dans I C [0,00[. Le but
de l'exercice est de montrer la propriété:

Pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que IP(X €]0,4]) <e. (1)



Proof.

4.

. Soit X une variable exponentielle de parametre A. Montrer que la propriété (1) est vérifiée (1pt). Plus

généralement, si on suppose que X est une variable aléatoire (absolument) continue, montrer que la propriété
(1) est vraie (2pts).

. On suppose maintenant que X est une variable de Poisson de parametre # > 0. Montrer que la propriété (1) est

vérifiée (1pt).

. On suppose désormais que X est une variable aléatoire discrete telle que IP(X = 1/n) = 27" pour tout n € N*.

Vérifier que X est bien une variable aléatoire (1pt). En utilisant une série entiere, montrer que IE[X] = In(2)
(2pts). Montrer que la propriété (1) est vérifiée pour X (2pts).

. On considere le cas général d’une variable aléatoire X quelconque a valeurs dans I.

(a) Soit (Bp)neN une suite d’évenements de A tels que B,, C By, 11 pour tout n € N. Montrer que (IP(B,,))neN
est une suite convergente (0.5pts).

(b) Montrer que ]P( U Bn> Z IP(C),) ou les C), sont des évenements disjoints de 4 (1.5pts).
neN neN

(¢) En déduire que hm IP(B ( U B ) (1pt).
neN
(d) En déduire que nh_{{.lo P(X € 4,) = IP(X € ﬂ An> ou (Ay)neN est une suite de boréliens de R tels que
neN
Apt+1 C A, pour tout n € N (1.5pts).
(e) En déduire que la propriété (1) est vérifiée par X (1.5pts).

1. Si X est une v.a. exponentielle de parametre A, pour tout § > 0, IP(X €]0,6]) = Fx(8) — Fx(0) = 1 — e *°. Donc
1 — e *?% < ¢ entraine qu’il suffit de prendre § = —In(1 — €)/A pour vérifier la propriété (1).
Plus généralement, pour une variable absolument continu, IP(X €]0,6]) = Fx () — Fx(0) = Fx(d) car X prend ses valeurs dans
[0, 0] et donc Fx(0) = 0. Or la fonction Fx est continue sur R, donc lims—o Fx () = 0: on en déduit directement que la propriété
(1) est vérifiée.
Si X suit une loi de Poisson, X prend ses valeurs dans N. Donc pour ¢ < 1, IP(X €]0,4]) = 0. Ainsi quelque soit € > 0, il suffit de
choisir § < 1 pour que la proriété (1) soit vérifiée.
Pour vérifier que 'on a bien une loi de propri¢té, il suffit de montrer que > 7 P(X = 1/k) = 1. Or ) ° P(X = 1/k) =
S 2 F =27t/ 1-27h) =1

k

On a E[X] = Zzil %IP(X =k) = 21;.0:1 %
—In(1 — z) et ainsi IE[X] = —In(1/2) = In(2).
Pour tout § = 1/ko avec ko € N*, alors IP(X €]0,d) = P(X €]0,1/ko]) = Zk>k0 27k = 27k (1 — 27k0)~L ot comme 27F0(1 —

27%0)=1 5 0 quand ko — oo, alors on a bien la propriété (1) qui est vérifiée.

. Or, pour z €] — 1,1], (Zklk> Zkl =(1—-xz) " DOHCZL%Z

(a) Comme (By)n est une suite croissante d’événements, alors (IP(By)), est aussi une suite numérique croissante. Elle est majorée
par 1, donc elle converge.

(b) Pour k > 0 on peut écrire que Bi41 = By U (Bk+1 \Bk) Notons Ck4+1 = Bk+1 \ B pour k > 0 et Cy = By. Alors il est clair
que UkEN By = UkEN Cx. De plus par construction les (Cj) forme une famille d’événements disjoints. Or on sait que pour
une famille disjointe dénombrable, la probabilité de 'union est égale & la somme des probabilités. D’ou le résultat.

(c) D’apres ce qui précede, ]P(UkeN ) Yoo P . Mais comme pour k > 1, IP(Cy) = P(Bg)—IP(Bi-1),0n Y, _,P(Ci) =

P(Bo) + (IP(B1) — IP(Bo)) + -+ + (IP(Bn) — IP(anl)) = IP(B,) comme somme téléscopique. On en déduit donc, puisque
cette limite existe, que Z;io IP(Ck) = limp— 00 IP(By), d’ou le résultat.

(d) Considérons la famille d’événements D,, = "X € A,”. Comme la famille (A4,) est décroissante, alors la famille (D) lest

également. Mais si ’on considére D,, = \ Dn, alors (D) est une famille croissante.
Donc IP ( U,en m) = limy 0 P(Dy) = 1—limy, 00 IP(Dy,). Mais IP ( U,en Bn) =1-1P (UneN Bn) =1-1P ( MNyen Dn> :

On en déduit ainsi que lim, o P(D,) =P ( ﬂneN Dn>

(e) Soit A, =]0, ’ﬂ+1[

limy o0 IP(X 6]0’ n+1 D = ]P<ﬂnEN "X o, n+1 [”> - ]P(”X € el n~1|>1 [”>' Mais on a 1,0, n+1[ 0 donc

La suite (A,) est bien décroissante, donc d’apres la question précédente

[) = 0: ceci implique que la propriété (1) est bien vérifiée.



