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Exercice 1 (Sur 9 points)

Soit X7 et Xy deux variables indépendantes suivant chacune une loi uniforme sur lensemble {0,1,...,9}, donc
IP(X; = k) = 1/10 pour tout £ € {0,1,...,9}. On note Z = X; + Xy et Z = Z modulo 10, c’est-a-dire que
pour tout k € {0,1,...,9}, Z =k si (Z — k) est un multiple de 10.

1. Déterminer la fonction génératrice de X; (0.5pts).

2. Pour z € R et M € N*, montrer que (Y0, 2%)? = XM (k+1)zF +Zi¥MH(2M+ 1—k)z* (1pt). En déduire
la fonction génératrice de Z (1pt) puis en déduire la loi de probabilité de Z (0.5pts).

@

Démontrer que Z a la méme loi que X; (1pt). Les variables Z et Z sont-elles indépendantes (1pt)?

e

Démontrer que Z et X; sont indépendantes (1.5pts).
5. Déterminer la matrice de variance-covariance du vecteur (X1, Xo, Z) (1.5pts).

6. A-t-on (X, Xy, Z) famille de variables indépendantes (justifier!) (1pt)?

Exercice 2 (Sur 15 points)

Soit X une variable aléatoire définie sur (£2,.A,IP) un espace de probabilité et a valeurs dans I C [0,00[. Le but
de l'exercice est de montrer la propriété:

Pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que IP(X €]0,4]) <e. (1)

1. Soit X une variable exponentielle de parametre A. Montrer que la propriété (1) est vérifiée (1pt). Plus
généralement, si on suppose que X est une variable aléatoire (absolument) continue, montrer que la propriété
(1) est vraie (2pts).

2. On suppose maintenant que X est une variable de Poisson de parametre # > 0. Montrer que la propriété (1) est
vérifiée (1pt).

3. On suppose désormais que X est une variable aléatoire discrete telle que IP(X = 1/n) = 27" pour tout n € N*.
Vérifier que X est bien une variable aléatoire (1pt). En utilisant une série entiere, montrer que IE[X] = In(2)
(2pts). Montrer que la propriété (1) est vérifiée pour X (2pts).

4. On considere le cas général d’une variable aléatoire X quelconque & valeurs dans I.

(a) Soit (By)nen une suite d’évenements de A tels que B,, C By,4+1 pour tout n € N. Montrer que (IP(B,,))neN
est une suite convergente (0.5pts).

(b) Montrer que IP( U Bn) = Z IP(C,) ou les C), sont des évenements disjoints de A (1.5pts).
neN neN
(¢) En déduire que Jim IP(B,) = IP( U Bn) (1pt).
neN
(d) En déduire que 1i_>m P(X € A,) = IP(X € ﬂ An) ou (Ay)neN est une suite de boréliens de R tels que
n—oo

neN
Apt+1 C A, pour tout n € N (1.5pts).

(e) En déduire que la propriété (1) est vérifiée par X (1.5pts).



