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Exercice 1 (Sur 9 points)

On s’intéresse & la durée de vie T d’une ampoule électrique. Apres observation du comportement d’un grand
nombre d’ampoules, on modélise T (en milliers d’heures) de la fagon suivante: T est une variable aléatoire définie
sur (22, A, IP), dont la fonction de répartition Fr est telle que pour z € IR:

1 9 1
Fr(r) = TOH[O,-i-oo[(x) + 10 (1 - (l—i—xa)b> H}0,+oo[(93)7

oua>0etbeR.

1. Donner une condition sur (a,b) pour que Fr soit bien une fonction de répartition (justifier rigoureusement
qu’elle en est une!) (1.5pts). Quelle est la probabilité qu'une ampoule vive exactement 1000 heures (0.5pts)?
Strictement moins de 1000 heures (0.5pts)? Ait une durée de vie nulle (0.5pts)?

2. Soit IP7 la mesure de probabilité associée a Fp. Décomposer, en justifiant, IP7 sous la forme d’une somme
pondérée d’une masse de Dirac et d’une mesure de probabilité p absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue A sur IR dont on donnera la densité (2pts). Pour I = [a, f] intervalle de R, donner I’expression
de p(I) (0.5pts).

3. Donner l'expression générale de IE[T] (on ne cherchera pas a simplifier I'intégrale) (0.5pts). Quelle relation
doivent vérifier a et b pour que IE[T] < oo (1pt)?

4. Dans le cas o a = 2 et b =1, calculer IE[T] (1pt) et var(T") (1pt).

PTOOf. 1. Pour que Fr soit bien une fonction de répartition il faut que Fr soit croissante, avec limite 0 en —oo et limite 1 en +o00. Cela impose
que b > 0. Par ailleurs, F'pr est continue en tout point de R sauf en 0, mais elle a une limite & gauche qui est 0 et elle est continue a droite
en 0 (avec valeur 1/10): c’est bien une fonction de répartition.

OnalP(T=1)= Fr(l) —lim,_,;— Fr(t). Or la fonction Fr est continue en 1. Donc IP(T' = 1) = 0.
OnalP(T < 1)=Fr(l) —P(T = 1) = 1/10 4+ 9/10(1 — 1/2) = 11/20.
Enfin, IP(T = 0) = Fp(0) = 1/10.

2. On veut que IPp (] — OO,:E]) = Fr(z). Sion écrit Pp(B) = % di0y(B) + 1% fB fr(z)d\(x) avec % fr(z) = Fi.(x) pour presque tout

-1
z € R (en fait pour x € R*), soit fr(z) = % I;>0. On vérifie ainsi que pour = < 0, alors Pp (] — oo,:c]) = 0, pour £ = 0 alors

Pr(] - o00,2]) = 1/10 et pour z > 0, Pp (] — 00, a]) = 1/10+9/10 [* fr(t) dt = 1/10+9/10(1 — (1 + 29)*). Dot

1 9 abz1 1 9
Pr(B) = T05{0}(B) + 0 /B Wﬂz>o d\(z) = 0 d101(B) + TO“(B)’

Pour I = [a, ] avec 0 < a < B, il est clair que comme g est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur R, alors
w(I) = X (Pr(8) — Fr(a)).

. L. 9ab [T glt(a-1) 9ab [ z°
3. On a T fonction mesurable positive. On peut donc calculer E[T] = — X 0+ — - _dr==—= J
10 10 [, (Q+ao)bdt 10 [, (Q+ao)bdt
1l s’agit d’une intégrale généralisée. La fonction est équivalente & z%~(?+1)a en 400, Pour que lintégrale converge en +oo il faut que
a—(b+1)a < —1, soit ab > 1.

dz.

9 [~ x?
4. Dans ce cas, on a alors IE[T] = — ——— dz. Par intégration par parties, on obtient:
5/, (A+z?)?

9 1 oo RO | 9
ET=2(|-2— 2 de) = 2.
) 5({ $2(1+$2)}0 + /0 1+ 22 m) 5"

Par ailleurs, IE[T?] = +oco car cela revient & calculer foo

o ﬁ dx = oo (équivalent en 1/x en +00). Donc var(T) = +oo.



Exercice 2 (Sur 8 points)

Soit le vecteur aléatoire (X,Y") défini sur (92,.A,IP) et on suppose que la loi de (X,Y’) est absolument continue
par rapport & la mesure de Lebesgue sur R? avec pour densité fix,y)- On note M = max(X,Y).

1. Montrer que M est une variable aléatoire définie sur (2,4, 1P) (1pt).

2. Dans le cas ou X et Y sont indépendantes, rappeler d’abord les expressions des densités fx et fy de X et de
Y (0.5pts). Démontrer que M est une v.a. de loi absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R (1pt). Préciser sa densité fys en fonction de fx et de fy (1pt), puis en déduire que pour presque tout
meR,

APt furlm) = [ (o (em) + Sy (m,2)) d 1)

3. On ne suppose plus que X et Y sont indépendantes. Montrer que IP(M < m) =P(X <Y <m)+P(Y <
X < m) pour tout m € R (1pt). En déduire que M est une v.a. de loi absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R et préciser sa densité en fonction de f(x y) (2.5pts).

PTOOf. 1. X et Y sont des fonctions mesurables de (2,.4) dans (R,B(R)). La fonction (z,y) € R? — max(z,y) est une fonction continue,
donc mesurable de (R2, B(R?)) dans (R, B(R)). Par composition des fonctions mesurables, M est donc mesurable de (Q,.4) dans (R, B(R)):
c’est bien une variable aléatoire définie sur (2, .4, IP).

2. Pour tout (z,y) € R2, on sait que fx(z) = ffooo fx,yy (@ y)dy et fy(y) = ffooo fx,vy (@, y) do.
Soit m € R. Alors la fonction de répartition Fj; de M en m est définie par:

FM(m):IP(Mgm) :IP(Xgmmygm) :IP(Xgm)JP(ng),

car X et Y sont indépendantes. Cette fonction est donc continue car X et Y sont des v.a. ”continues” donc leurs fonctions de répartition
sont continues. Par ailleurs, leurs fonctions de répartition sont aussi dérivables presque partout sur R, donc le produit de ces fonctions est
aussi dérivables presque partout sur R. On en déduit que M est une v.a. de loi absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue
sur R.

Gréace au calcul précédent, on en déduit que pour presque tout m:

6 m m
fru(m) = o= Fy(m) = fx (m) / fy () dy + fy (m) / fx(x) dz.
Il est donc également possible d’écrire cette densité fas en fonction de f(x yy puisque fx(m)fy(y) = fix,v)(m,y) et fy(m) fx(z) =
fox vy (@,m):

8 m m m
fau(m) = %FM(m) = / fx,yy(myy) dy +/ fx,v)(x,m)de = / (f(X,Y)(m,Z) + f(x,y)(z,m)) dz.

] —o0

3.0OnaPM<m)=PX <Y <m+PY <X <m)+P(X =Y < m) par la formule des probabilités totales. Mais I"ensemble
{(z,y) € [~o0,m]?,x = y} est une demi-droite. Et comme la mesure de Lebesgue sur R? d’une droite ou demi-droite vaut 0, et que le vecteur
(X,Y) a une loi absolument continue par rapport & cette mesure de Lebesgue sur R2, alors IP(X =Y < m) = 0. Dot la formule demandée
car pour la méme raison IP(X <Y <m) =P(X <Y <m).
Grace a cette formule, on peut écrire que pour tout m € R,

Fu(m) = P(X<Y <m)+PY <X <m)

/jn (/j foxw)(@y) dw) dy+/jn (/f foxy (@) dy) da
/m (/u (f(XsY)(Z’u)+f(X,Y)(U, z)) dz) du.

—o0 —o0

D’ou le fait que Fis(m) s’écrit bien sous la forme fm far (w) du avec far une fonction positive mesurable, donc M est bien une v.a. ”continue”
— 0

et sa densité est également celle donnée par (1).

O

Exercice 3 (Sur 6 points)

Soit (X;);en une suite de variables aléatoires indépendantes toutes définies sur le méme espace de probabilité
(Q, A, IP) et toutes de méme loi de Bernoulli B(p) avec 0 < p < 1. Soit N une variable aléatoire définie également
sur (2, A, IP), indépendante de (X;);ecN, et suivant une loi de Poisson de parametre A\ > 0. Soit

N 0
Z = ZXZ' avec la convention Z X, =0.
i=1 i=1

1. Montrer que Z est une variable aléatoire définie sur (2, A, IP) (1.5pts) et déterminer son ensemble de valeurs
possibles (0.5pts).



2. Pour (n,k) € N2, déterminer IP(Z = kN N = n) en traitant & part le cas n = 0 (2pts). En déduire que Z
suit une loi de Poisson de parametre p A (2pts).

PTOOf. 1. On peut écrire que Z = Z:;o In—p Z:=1 X;. Pour tOL:Lt neEN,we Q= Iyw)y=n = H{weN—l({n})} est une fonction mesurable
positive car w € Q — N(w) est mesurable. De plus w € Q — Z¢:1 X;(w) est une fonction mesurable positive comme somme de fonction

mesurable positive. Ainsi w € 2+ Iy
une variable aléatoire.
Si A > 0 alors N prend ses valeurs dans N. Et si p > 0 alors Z prend ses valeurs dans N comme somme d’entiers non tous nuls.

w)=n ;;1 X;(w) est une fonction mesurable positive, et il en est de méme pour Z: c’est donc bien

2. Pour n =0, alorsilestclairque]P(Z:kﬂN:n) =0sik>1et ]P(Z:OON:()) :IP(N:O) =e M.
Par ailleurs, pour (n,k) € N* x N, on a

IP(Z:kr‘IN:n) = 0 sin<kcar Z < N puisque X; < 1.
n
= IP(ZXi:kﬂN:n) sin >k
i=1
n
= ]P(ZXZ':k)IP(N:n) par 'indépendance entre N et les X;
i=1

)\n
= (fb) pF(L—p)nFke? —  car alors loi binomiale,
n!

et cette formule est également valable pour n = k = 0.
Pour k € N, on peut utiliser la formule des probabilités totales et on obtient:
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1 _ _ox (AD)F
_ A= k (1—p)X _ pA
= e o (Ap)Te =e T

qui est la probabilité d’une loi de Poisson de parametre A p.



